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Geene Exemplaren van de fFerken dezes Genoot- 
êchapa worden voor echi erkend, dan die , teelke aldus 
geieekend xijn: 

Tweede Seeraiftris» 
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INHOUD. 



H. TAB BLüfKiNi Verhandeling OYer' de Variatie- 
rekening, • • . * bl. 1. 

, leU over de beweging van een 
Ligchaam , hetwelk y na eenen aanvankelijken 
•chok, door eene middelpnntskracbt wordt voort- 
gedreven, welke werkt in Se omgekeerde reden 
Tan de derde magten der afitanden . . . bl. 52. 

F. J. Stahkart, Verhandeling over de beweging 
Tan eenen Tol om zijn pont^ mitsgaders over 
de Wetten, Tolgens welke een draaijende Ring,' 
door eenen grooteren concentrieken Tasten Ring 
aangetrokken wordende, zich om zijn middelpunt 
beweegt, bl. 71. 

B. IjObatto, Verhandeling over de Inhondsbereke- 
ning en de bepaling Tan het Zwaartepunt eener 
uitgestrekte klasse Tan Ligcbamen, Tolgens eene 
enkele Formnle; bl. 121. 

G. F. W. Babhr , Verhandeling OTer eene merk- 
waardige Dynamische Eigenschap Tan eene bij- 
zondere soort Tan Driehoekige Piramiden. • bl.167. 

F. J. Staikart, Verhandeling ; bestaande in eenige 
Meetknndige Stellingen orer de InhondsTinding 
Tan onderscheidene Ligchamen, .... bl. 187. 
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B E R I G T. 



DeM0 Fêrhandêlmg behelst eigenUjh nieiè meer dan men b. p, 
m hei grooie »fierk van i^cioiXy of in andere buftenlandeche 
leerboeken oVer de IntegraalrRehemng ^ kan pinden; het nut 
pan hare uigave iè due alleen daarin te Moek^n, dat er in on» 
taal nog geen doelmatig geschrift over de Variatie-Rekening be^ 
staat. De, Sckrijper heeft daarom ook slechts ten doel, om door 
het leveren van dU kort geschrift in Imt Nederlandsch , tot 
verspreiding van hoogere fFiskundige tennis onder z^ne ZéOndri 
genooten en Medeleden, mede te marken. 

Het algemeen aangenomen variatie^teeken t verschilt in vorm 
teeimg van het in de tverken dezes Genootschaps gebrtdkel^ke 
differeAtiaal'teeken Jf. Deze overeenkomst maakt het geeamenlffke 
gebruik dezer ieekens eenigzins lastig; het is hierom, dat in 
deze VerhaadsUng. ds 'differentialen door de letter d aangeduid 
worden. 
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EERSTE AFDEELING. 



5 I. Eike grootheid 9 welkor waarde van eenigo ftand- 
vastige $n voranderlffko elemenUm afhankolgk #>» wordt 
êené fanccie van de zamenftellende viranderlgke elementen 
genoemd. 

Men dek zulk eene- funciie in het algemeen voor door de ver- 
adderiyke elementen tusfcben haakjes in te fluiten , en er de letter 
F voor te plaatfen. Zoo beteekent F (s) leene fui)^ie van het 
verandériyke element xi F («y ƒ) eene fancde v^p .^/ vieraoder- 
ÏQie elementen x en y\ enz* 

Wanneer men bijzonder de aandacbt wil vestigen op de Hand* 
vastige elementen eener functie, dan worden dezelve, nevens 4e 
veranderlijke, tusschen de haakjes geplaatst. Stellen alzoa4p,y, * 
. verandermke en a, é, c fiandvastige grcrothed'en voor; dan be- 
teekeut F (s, y, 2, ^, ^» ^) eene functie^ 2^amenge(le]d uic 4e 
veranderlijke elementen «, y, s en de flandvastige a, t^ c^ 

F (» 4* is) beteekent eene functie , die uit x-^-a i» ^ani^ge* 
field, en bijgevolg veel minder algemeen is dan F («» 49), jp 
welke X en ^ op alle denkbare w^zen verbonden, kunnen voor* 
komen. Op gelijke wijzè beteekent IP C^ + a,y + éy, eene functie, 
die uit X + a en y + ^ is zamengefteld, en alzQO begrepen^ in 
de meer algemeene F («, y, ^,. f). •- 

$ 3* Wanneer men zegt, dat in F («} de waasdevan x is 
overgegaan in « + /, dan beteekent zulks, dat F C'+ O ^P ^^ 

11* Deel , !• Stuk. A 2 zelf- 
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4 H. VjiN BLANKEN^ 

zelfde w^ze aic bet tweeledig element («+ O ^ zamengefteld» alt 
F (jb) uit het enkelyoudige element x. Was dus, terwijl A» B, C 
enz. fiandvastige coëfficiënten en «, /S , y enz. (hindvastige expo* 
nenten voorftellen , 

dan zal men ook hebben 

Differentieert men ^tz^ vergelijking» bij de onderftelling, dat 
s alleen veranderiyk iSt dan wordt 

Eveneens vbdc men, door t alleen als verandermk te onder- 
flelleiiy 

H^^A.c. + O-'^B^C.+o^-' + m. 

Men beeft dus in bet algemeen 

£ICfL±0_lECfL+0 ,,. 

Tx —■ d7 ^'^ 

$ 3. Ontwikkelt men F (« + O in eene volgens de opkltmmedde 
magten vao t geordende reeks, dan moet dezelve voor r:;=:o 
overgaan in F (»)• Er kunnen dus in die reeks geene negatieve 
magten van / voorkomen, omdat deze magten voor r = o niec 
zouden verdwijnen, maar integendeel oneindig groot worden. 

Wu alzoo de ontwikkelde reeks 

F(*+0=Fj:*) + K/* + M/-+N/* + ^«. . (O. 
lüan zijn i:, /w, ü, $m. ftandvastlge pofitieve getallen » terwtfl 
K, M> N, ê»z. fanctiën van x voorftellen. 

Diflkrentieert men de vergeiyking (s) btf de onderftellixig » dac 
X alleen veranderlijk is, dan worde 

d« dir d* d» 

Differentieert men dezelfde vergelijking bQ de onderaelling, dac t 
4dleen veranderl^k is, dan wordt 






Der* 
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YËMBÈHJDÊimC OVER 1» ?ARlATlE]ÜÜnNnfG. ) 

DerMve k volgens de vergemUiv (i) 
dPCs) d'K ^ dM 
dx d X : d m 

Diff dese yerg^JUog.TOor aRe pofltieve eo iiegacieve waaideD 
V» f biyfc beOmi , en beide leden yolgens de opkUmmendé mageen 
fin i geordend zijn» zoo moeten in dke cwee överéenkömftige 
-cennen de exponenten der magten van /, zoowel ali de coSfidên^ 
een» ain elkander gtiyk zQn, 
WQ hebben alzoo vooreerst 

Jk— -i=so » ai— i=jk , H'^iéa^m , èmti 
' kiemit volgt 

Verder hebben wi| 

^. dPCx) ^ dK ^, dM 
d4p d « d » 

derhalve 

^ d^(*) 1.* d«PC*) ^, d»F(«) 
ds ad** a.sd*' • 

Snbfiftneert men deze waaiden in de vergetyUng (a) » dni vindt 
men de merkwaardige r^eks van tatlou 

du d^u d'« . 

Men flelle«=:FC*), — =/i, j^=/,, jj, zizf^^mz^ 

verder dolde men de aangroe^ing van s aan dooriCiir, én dë 
overeenkomllige aangroe^^ng van • ddor £^^ê\ dan vbdt men 

nlt(3) 

/^»=/,A*+/tX-— +^,X — 7+^i« (4) 

$ 4. AANiii&KUfG. Wanneer pf det gelijk nnl is» ckn kan 

blikbaar in het tweede Ud der vergelijking* f4) de aangro^lng 

A * «00 ktein genomen Aordcn , dat de voldrekte waarde van den 

term pi Lx grooter woidt dan de fom van. al de volgende tarmén. 

Voor znlk eene kletoe wöarde van L* v^krygt das de aangroei- 

jliig- h » hetzelftte te*en als de term pi A *. 

Is 
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6 IL F'AN BLANKEN. 

Is px gelijk nQly en/» niet gel^k nal^ dim zsl voor eene ge- 
ooegzaam kleine waarde van A«f de aangroe^ing i\u hetzelfde 
teeken verkregen als de term PxL*^^ en bUgevolg » daar L *^ al- 
tijd pofitief \%^ hetzelfde teekeii als /,. 

jl^vkpx eo p\ belde gel))k nol, ea p, niet g<riyk nnl, dan zal 
wederom voQr eene genoegzaam kleine waarde van Zl«« de aan* 
groeying t^m hetzelfde teeken verkregen als de term /^ Zi x', *^ 
zoo vervolgens, 

S 5. De waarde eener functie u::r.F («) is voor eeme 
èepaaUe waarde van het veranderlffke element s een maxi* 
mam, wanneer dezeivs kleiner wordt ^ indien x met eene 
kleine grootheid vermeerdert , en ook indien x met eens 
kleine grootheid vermindert* 

IFordt^ daarentegen^ in èeide deze gevallen de waarde 
der functie grootgr , dan is dezelve een minimum. 

Uit hetgeefi in § 4 Is aangemerkt volgt /dat tfrzF^s) voor 
eene bepaald^ waarde van x geen maximnm of minimum kan zQn, 
ten zy ^i=ro en dus ook de aangroeijing Air, In zoo ver de- 
zelve als alléén, afhankelijk' woidt beschouwd van de eerde magc 
van tiXf gelUlt nul worde. 

Is nu voor eene bepaalde waarde van jr,^i geiyk mil, en^^ niet 
gelijk nul, dan zal, voor eene genoegzaam kleine waarde van 
Lx^ Lu negatief of i>oGtief en dus u een maximum of mhiimum 
zyn, naar dat Px negatief of pofitief is. 

Worden voor eéne bepaalde waarde van «,/i en^^ ^^^^^ gelijk 
nul, maar /, niet geiyk nul, dan kan de overeenkomftlge waarde 
van u geen maximum noclf minimum zi)n. 

Worden echter ƒ 1 1 /s en p, gel^k nul, maar p^ niet géiyk 
nul , dan zal , voor eene genoegzaam kleine waarde van A « » A « 
negatief of pofitief en bygevolg u een maximum of minimum zQn , 
naar dat p^ negatief of po'fitief is. 

16. VooRSULD I. f^an alle regte cirkelvormige kegels ^ 
welke dezelfde fthuine zpde A B=tf hekken^ dien te kepalem^ 
wiens inhoud een maximum of minimum is. 

Laat A B A' (Fig. i) in het algemeen eenen regteo cirkel vor- 
migen kegel vooritellen, wiens fchuine zUde=^is. Stelden 

ftraal 
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VBlHilllPEUHO OVUl N yABUIttEBUHINO. f 

llmd des grondvlab O A = :v9 dan is de inhoud ót$ kegels 

Men kan bierb)) aanmerken, dat de Ihaal O A = -|-r a^fnde, de 
llnal O A' = — r is, en dat dns door de waarden « = + r en 
« =-— r hetzelfde grondvlak en dezelfiie kq^ worde aangednkL 

Eigee^k ftemmen mee elke waaide van x twee kegels A B A' 
en AB' A' overeen, van welke de een boven en de ander beneden 
het grondvlak AA' is gelegen. Hier worden alleen die kegels be* 
doeki, welke bov^ het grondvlak A A^ gelegen z^n. De inbond 
van een dezer kegels zal biykbaar een maximnm of minfannm wezen 
voor znlk eene waarde van «, welke -^-x^V (^s*— «^) en dns 
ook bet vierkant dezer nitdrokking, dat is, x* (s^^x^^ tot een 
mazimom of minimnin maakt. ^ 

Men kan dienvolgens ftellen 

biemlt vindt men, door achcereenvolgend te differentiëeten , 

^, = iais*«*— 30** , 
/,=s4«*s — iao«' , 
f^z=z24a^ — 360»' • ' 

De waarden van sp , welke /i =: o maken , ziin jr = o en 

De waarde s=b maakt ook fx en p^ beide geiyk mil, maar 
/« pofitief, en geeft alzoo een mlnimnm te kednen. 

De waarde s = dll^|/6 o^ /s negatief, en dnidt alzoo 
een maximnm aan. 

Neemt men dus 0A=: 0A'=:|iS)/6, dan verkrUgt de kegel 
A B A/ den grootften inbond. 

Laat men, O Ar=OA':=|tf |/6 zl{Jnde, de pnnten A en A' 
gelQkeUJk tot bet pnnt O naderen, dan wotdt de inbond des kegels 
iteeds kleiner, totdat de punten A en A' in O vallende, de inbond 
onl wordt. Verichnift men de pnnten A en A^ nu nog verder, dan 
komt A aan de regter* en A' aan den linkerkant van O te-liggen^ 
«n de inbond neemt wederom toe^ weshalve « = o een mhümnm 
oplevert. 

Had men, 0A=OA'=l4V^6 zUnde, de punten A en A' 

ge- 
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t iL VidM BLAMJLEN, 

galllkfelDk^vaa héb pöncO veraOdenl, 4n 20a ds ifihoud des kew 
gels wederom kleiner en eindelQk, voor 0-As:0)A's:?«f nl 
ilofdeiu Dese wiftide flélc editer geen miaimiim voor, ondac 
by .e<De ventere veipltttfiiig ^er pnnften A en A' :de ittbotd niet 
wèdewxm atogroek , ptur onheflttnbair wscd^ 

S 7. VoORiiBLD IL rM jÉ/ 14» tfrMH^^Mii AB C (/li^ Ot 
ir^Atf dezeiféê èafii Ad rs^ m éenulfkn 9vpké&kk CUzsm 
hiktek^ éhê té éefaleê, wiens mhouM $0m mèximmm is. 

Stelt men de iöden AC = « en BC=>, dan Is 

' . a^'^x^+y^—axyCos.m ..... (A) 

'én ' ^ Mo0d driehoek A B C = ^ «y «Sirn. « . 

De iiAofid*des ddehoeks zal dns een maximnm KQUt wanneer 
het product xy «en maximnm Is. Neemt men na In aanmerking, 
dat volgens de vergel^kicg (A), y eene functie is van dP« dan 
ziet men, dat hier mag gefield worden 

>==?(«) = «ƒ. 

GevolgelUk 

^^ = d-l='+'d^* 
en hieruit vinden wV, door j^i =0 te ftéllen, 

iL? — _ Jl . 

d « ~ * • . 

Uit de vergelfl^ng (A) vinden wfl echter 
dy X'^yCos.m 

' ' *^^ ISm fP r I - I 

d**^ y — xCos.m* 

d«rbd.e Z.^f:Zl^ 

X y — xCos.m 

fn s\z=:y^. 

Tpt 4»/ maximum wordt dms gevorderd ^ dat de offiaémde 
x^dên des drieioekê erem groot zffm. 

S 8» AAtOBUOMd* Men vindt bU de hier voorgeOeUe wVze 

vas pplosfód flechts eene voorwaarde, zonder welke gees maximum 

of mhilmimt kan pbacs hebben^ Zulks is echter in de meette ge« 

. vallen voldoende , wanneer reeds uit eene oppervlakkige befdmo- 

^hig faiyhc^ dat er een onximum of miAiimm betsan moet; 

$9- 
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TUtaANDtUliG OVUl OK VAlunmUMIflG, ^ 

S 9« VoomBBup IIL 27// $$n gegêvm pmttf nmst êeme 

kromme ^0, eems rtgte Ipn t$ trekkim^ welke een maximum 

of minimmm is. 

. Laten s', y* de onderling; regthoekige coöfdimten ^^ui het g^e- 

ven punt A (Jfig. 3) zQn» en «, y de toMinacen irso een!g pont 

B der gegevene kromme, d^ is 

de lengte der l§n Ab = i/ C(*-V>> + Cy--jO*]. 
Die IQn zil alxoo een meKimom of nhdmnm weten , wanneer 
C* — *0 * + Cy "" ƒ0* c«* mwjiiiiim ,of mioJmnm, ia, 

Neemc men nu in aanmerkiiigt dat de vergeUgking der kromme 
g^even z9ndje, y eene foncde is vans» dan ziet men, dat men 
zal mogen fteUen 

GérolgeUik 

Hiemit vinden wQ , door /i =0 te fteHen^ 

Tef kêt maximum werdi dus gevorderd^ dat de llfn Ah 
de gegerene kromme in tet fuut B regtkoekig doorfnffdt ; 
tmllende de Iffn AB een mauiUium wezen ^ wanneer in het 
pmnt B de holle zpde der kromme naar A is gekeerd 9 en 
een minimum, wanneer de bolle zpde naar A gekeerd is. 

§ 10. Wanneer in eene fnnctie »s=sF(s,y) de veranderlijke 
elementen s en jr poderiing onaf himkelj|}k zJUn, dan bm joen het 
eene element laten aangioeUen, terwijl hfit andere niet ve^^ndert. 
Laat alzooj f onveranderd blQveode , x m€[t de grooibeidAs 
vermeerderd worden, en u dapcdoor overgaan In U » dan is volgeos 
de vergel(}klng (3) 

d il . d^ u Ax^ 

ü = »+ ^XA*+:5— 1 X^— + enz. 
éx dar* a 

* Laat men vervolgens / met eene grootheid Z!i^ aaogroeyen, 

dan wordt 

, . dü d*ü Ar* 

FC* + A*,y + A7) = ü + — XAy + jpX^+^«z. 

In 
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Id deze vergeiykiflg it : 

dU d» , d«» A . - 

dy dy d»df 

d>ü d>» , d«# ^ ^ . 
dy* dy* ' d »dy* 
SobfticueeR men deze waarden, dan viodc men 

F(«+A»,y+Ay)=i> + j^XA«+ j^ X —^\mz. 

dtf d>» 

+ T- XAy + v-T- X A«Ar+^«- 
dr "^ ' d*dy 

d»i» Ay* . 

dy« 2 

dtf dtf d* n d^ ar 

Stelt ménmi r— =A, — =B, 3— r =C, ^ , =D, 
djp dy d«* dxdy 

— 4= E.cn F (« + A*,y + Ar) -F (*,y) = A #, 

dan wordt 

A** 
A» = AA* + C + tf» 2. 

+ B Ay + D A «Ay+ enz. 

+ E^^ + enz. 

St'elc men verder Ay = ii As» dan verkrQgc men 

A« = CA+/iB)A* + |(C + 2«D + »»E)A** + MZ. (5). 

S 1 1. Eene functie van twee , onderling onafhankelifke , 
rerander/ffke elementen is voor eene bepaalde waarde dezer 
elementen een maximnm , indien de waarde der functie klei* 
ner wordt , wanneer de elementen keide met eene zeer kleine 
grootheid vermeerderen of verminderen » alsmede wanneer 
het eene element uut eene zeer kleine grootheid vermeer- 
dert, terwgl het andere vermindert. 

JVordti daarentegen^ de waarde der functie in alle deze 
gevallen grooter^ dan is dezelve een minimum. 

Uit de vcrgeigking (5) is blökbaar, dat « = F(*, y) geen 

maxi* 
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mtxiffliim of iniaiiniim kan i^Uy ten zy de laogroeQing A#> in zoo 
ver dezelve van de eerde magten van A« en A ƒ afhangt, gelQk 
nul worde , . en dat men alzoo bebbe 

A+_i»B=o. 

Datr echter de aangroeyingen A« en A^ onderling onafhanke* 
l^k zijn , en bijgevolg voor n alle ppficleve en negatieve waarden 
kmmen genomen worden , zoo moet in bovenftaande vergelijking 
elke term afzonderlek gel])k nul wezen. 

Zyn nu A en B beide gel^k nnl, dan zal m een maximnm z^n, 
wanneer C-fflüD + n^E voor alle pofitieve en negatieve waar- 
den van n negatief ia. It> JhuKrentegen, C-fa«D + ii'£ voor 
aUe poGdeve en negatieve waarden van n pofitief, dan is m een 
minimnm. Is echter, terw^l A en B bdde gelijk nul zijn, 
C + anD-i-m^E voor fommlge waarden van n pofitief en voor 
andere waarden van n negatief» dan is m geen mazimnm noch 
minimum* 

S 13. VooRBiELD IV« Fm alle driekoekém^ welke demulf- 
den omtrek hebhem^ dien te èepalen^ wiem inkoud een maxi^ 
mttm of minimum is. 

Laat ABC (Kig.a^ in het algemeen een driehoek voorfteHen, 
wiens omtrek AB-f-AC4-BC = ^ i8« Stel AB:=senAC=:y, 
dan ia 
de Inhond dee driehoeks z=:\V a(^a—%x)(a — ayX«*+«y— *)• 

Ter bepaling van het maximum of minimum, kan men alzoo 
fiellen 

» = ?(«, y) = (tf — a*)C^—ay)(a*+ay — ^> 

Hiemic vtindt men, door achtereenvolgend differentiëren» 
A = 4(^ — ay)(^ — a«— y), 

C=-8.0-«y), 
D=4C4* + 4r — 3^)f 

Aan de vergeiy kingen A = o en B=:o wordt vooreerst voldaan 
door te^fiellen 

^ — a*— y=o 
en «•— jr^ay = o, 

* waar- 
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mMRiic Tolgt JT =h| 4f en jr =| a» 

Voor deze waurden van jr en y ï^ordc 

C=— 1^, D=r — 4i», E=-.}4f, 
derhalve C+ a<»D + ii»E=—|^(i +» + !•»). 

Daar deze uitdrukking voor alle waarden van n negatief is » 200 
volgt hieruit, 4at de gelffkt(fJige driehoek een maximum 
moet z^n. 

Verder wordt aan de vergelijkingen A = q en B=o voldaan 
door te (lellen 

a — a« = o 
en ü — ay=ro, 

waaruit volgt xz=z\a ea y^=L\a. 

Voor deze waarden van s en y wordt 

C=o , D=4if , £=0, 
derhalve C+aüD-f »* EsSitif. 

Daar deate uitdrukldoK voor alle pofitieye en negatieve waarden van 
«, niet hetzelfde teeken behoudt, zoo volgt hieruit, dat »:=.\a 
ea y=z\a tot géén maximnmi noeh minimum ktkooren. 

Liet neti, ABs=|49 en AC=:f 4r zt)nde, dezé.l9néneik inet 
eène kleine giroothdd vermeefderen of verminderen, üaa zon inMde 
gevallen m poGtlef en dnt grooter worden , doch de inhoud dèa 
driéfaoekt zou ita het eeftle geval negatief en in het tweede pófidef 
zQtt. Liet men , diÉirentegen , 'de eene mn aangroeyen en de «ndere 
verminderen, dan zou m negatief en dienvolgens de inhoud dea 
driehoeks oilbeflas»)baar worden. 

Aan de vergelQkingen A = oenB::=ozou ook nog voldaan 
worden door te (tellen 

4S — ar==o, 
en iS — «— 4/ = o, 

waaruit volgt «r=:oenfs^|«; 

alsmede door te (tellen 

en ^ — 9' — y = o, 

waaruit volgt 4frr|-4eny = o» 

Doch ook deze waarden geven aanC+siiD + ffi^E vooralle 

waar- 
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wttnten vaa « geen befwU teekens, eo behooccn derbüve tot geea 
miximiup of niiniiinini* 

§ 13. VooftAtfUi y. OMébr al M^ r$gu l^wn» wUtfiuit 
esm gigê¥emfmmt Mrür eM.ge^9fif nfpêfrylak kp^mn%ttrêl^ 
kern wardsm., dh tê ^hfaifm^sV^êlkeêe^MdÊximmmtffmM^ 
mmm is. 

Laten jp^, y, nf de onderling iregthoekige coófdbiattn van Jiet 
gegeven pont zijn, en jp, /, s de coöidinat^ van tenig poot in 
het gegeven pppier^lak.dén ii 
de dfffiaMdd^t00fÊÊiiUmz:^y[Cx—a'y+(!y'^y+it'-^z'y']. 

Daar de vérgelOKing van het oppendak gegem» Is, zoo kan nen 
z aanmerken als eene fnnctie van jr en jr; piek mag dienvcügena» 
ter bepaling van hec begeeide maximnm of minimnm , flelleQ c 

memit volgt: 

B=acy-y)+aC2-«0^. 

De vergelDUiigen A=:o en B=:o geven dat: 

Tot het mazinram of mudinnm wordt alzoo gevordeid , dsf de 
mit het gegerem pmnt gefrokkene iffn het gegewem efperriak 
regthoekig doorfn^dt. 



TWEEDE AFDEELIN6. 

$ 14. Wanmeer eene fnnctie y = F C«) '« hare zamen- 
peiling verandert en alzoo overgaat in yiz=?i (*), dan 
wordt de hierdoor ontftaande aangroe(fing van de waarde 
der fmnctie» dat is, het verfihil der grootheden y, en y, 

wel" 
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Welke nut 4Ut$lfd$ waarde vm x wtreeafiemmên , de variatie 
der fitnctie genoemd, en voorgefield door 9y off? («). 

Stelt men, dat x verandert in d+£iXy y orergaat in 
y^/\y en yi in ƒ i + Ay i , dan is het rerfekil der aangroei- 
Jingen van yxony , dat is, ^y^ ^t^y de variatie van Ajr 
en wordt voor ge field door iLy* 

Laat in do eorj^ronkel^ke functie F («} het element x 
overgaan in x ^b. x, en vervolgens Y {x \ l^%) in 
Fi(jp+A*), dan is FiCx'\'l^x')^F Qx+^x) devariatie 
van F C* + A *)t «• wordt voorgefield door #F (*+ A*)* 

Jiet verfMl tnsjihen iV ix^Lx) en #F (jp) is de aan^ 
groeging van 9y^ en wordt voorgefield door Liy of 
A # F (*). 

$ 15* Om die een en ander meer aanfchonwelQk ce maken, 
neme men O X en O Y (Fig. 4) toe regthoekige cóaidinacen*asfen, 
en fielle, daty = F (») de vergel^king zij der kromme AB en 
yi = Fi C*) de vergelijking der kromme A' BV Men neme nu 
O P = « en trekke nic P eene loodlijn , welke de 'krommen in 
M en M'doorfnijdt, dan is P M = y =F (*), P M' =yi =Fi(*) 
enMM' = *y = *FC*> 

Verder neme men Pp = A« en trekke de loodliJn pm^, welke 
de krommen in m en m^ doorfnydc, dan is mm'=J^F(«+AO* 

Vervolgens crekke men uit de pnicen M en M^ de lood^nen 
MC en M'C', dan is mC=Ay en m'C' = Ayf 

Trekt men nu eindeiyk de koorde Mm en de lijn M'D even- 
wUdig aan Mm, dan heeft men blikbaar 

#Ay = m'C'— mC = m'D; 
A*y =mm' — MM'=:m^D; 
derhalve is ^ 

#Ar = A*y. 

Deze vergeiyUng is voldrekt algemeen en bl^ft dienvolgens nog 
beftaan, wanneer de aangroei) ingen van « en ^ verd wanende, in 
difièrendalen overgaan, zoodac men ook nog zal hebben 
^dyzzzdty. 

De variatie van de differentiaal eener grootheid is dns in 
het algemeen geluk aan de differentiaal van de variatie 
dezer grootheid* 

% 16. 
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S i6b Scelc men de iotegnaUtticdnikkiiig^ ƒ xsZ» dao is 
2 = dZ en bOgeYolg /<=/dZ; mnr#dZ=d/Z» 
detfatlve d^Z=#2» « 

bQgevolg #Z = X*2, 

of , v<xv Z hare waarde fchiQvende « 

De rariatU tam sh^imSêgraai $$mêr groQtisU h imt in 
het algemeen gelff^ aan Je integraal ran 4e rariatie dkxen 
grootheid. % 

f 17. Laac y eeoe fimcde zyn van s, jr» #i»-j»i>/»» «is* 

(z«nde,, = li -f^^^ii> f- = Ti • '•*•)* 
Ij nn y gegevea in eeoe faoccie van x, zoodat men heeft 

jr = F C4p^, dan znllen mee eene bepaalde waaide van s^ bepaalde 

waarden van jr, /] , /s 9 tnz. overeenflemmen, en V zal ook eene 

bepaalde waarde verkregen. 
Neemt men vervotgena y in eéne andere functie van n^ zoodat 

men ftdt y=Fi(jO» ^^ znllen met dezelfde waarde .van x 

overeenftemmen y + 9 ƒ » /i + ' ^1» /i +^P% f'^'^*» en V zal 

overgaan in V+iV. 
De waarde van V-f' #V word^^bmkbaar verkregen door hi V 

▼oor ƒ , f IJ ^i,^iiz^tefcbraveny'+*r»/i +*/i»^i + '/a.^«. 

HicroU volgt» dat men» de tweede en hoofere magten van iy, 
ipx% enz. verwaarloozende» de variatie van V zal verkregen door 
V te diCèrenti&en ten o^z\g;oe van de venmderlifke' elementen 
y» fit ttf ^'•» ^ vervolgens in plaats van dy, d/g, d/^^Mz* 
te fchr^ven #y , ffi , tft , enz. 

Vond men alzóo döör differentiëren 

dV = Ydy+P,d/, + P,d/, + «fz., 
dan ia * V = Y/y +P, *ft+f% ^f% + ^«. 

$ i8* Walmeer in de integraal-oitdmkkiog » = ƒ Vdjr, de 
grootheid V eene fnnctie is van jr » y , /« » ^t , «itz. , dan is, zoo 
lang X en y onderling onafhankeliyk z^n , de integraal onbeftemd. 
Neont men echter tnsfchen jt en y eene zekere betrekking aan , 
wdke nitgedmkt wordt door F (*,y) = o, dan verkrijgt de 
int^raal ifs=XVdx, tnsfchen gegevene grenzen , eene bepaalde 
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wande. Veaaadét mx de tti^geiioaeoe becfekking tnsfbben « en y, 
zoodic dezelve woede nitiednifct door F^ (#, y)=ro, dan sai 
de waaide der integraal tttsfchea dezelfde grenzen eene aangroe^tb^ 
ondergaan, welke de variatie der inc^raal woidt genoemd^ en 
uitgedrukt wordt door 

Stek meii io deze oitdtakking voor ^'V de üi $ 17 opgegevene 
waaide, dan worde 

en bijgroolg ƒ P, /j»» d «=5 ƒ P, d #>ƒ » 

vetder beeft men door gedeelteGyk lotegrecen , voigetu de beklade 

beimiaei'6aÈivde ƒ X4Y=XY-- ƒ VdX, 

alzop. is ƒ Pj ifi 4 * = P,/y r-S^y ^ d «. 

Op jgelUke wyze vipdt mea, nogeziea f ft zs: 1^ b, 

dx 

of, voor *^i hare waarde -j^ fchrïvende., en nogmaaia gedeelJ 
celQk integrerende,' 

Eveneena vindt men 

Door (tabftitutie van deze waarden wotdt 

$ '9. 
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). 19» Zal na. voor «me zekere bectekking inribhfiP 0f imv» 
welke aicgedrokc wordt door F (*, y)=o, de incefra«l w:^XVimt 
rasfchen gegevene gceti^o , eem vtxfiiim «f mitrimum zijn , dan 
moec de variade van u^ in zoo ver deze alleen «Cbang^viandeefffte 
magten van ty., èpi , Ip^ , enz.^ geli}k nol wezen» 

Uit de wgeiyfciDg (tf) ziet men, dat fu niet gelijk nal kan 
worden 9. ten zQ men bet tweede lid van bet integraal-teeken be- 
vrijde; dit k^ e<}htei».behondens de gevorderde onafhai|cé!9kheid 
van #y, flechts gefcbledeD door.cci ll^Hen 

-. dp; . d»P, d»P, , ,\ 

Uit deze differentiaal- vergelijking kan de betrekking, welk^ ec 
tnsfchen x ea y beflaaa moet^ door integtieren gevonden worden, 
terwijl de confianten, die bij bet integreren ontdaan, uhgegevebe 
omfiandigbeden bebooren bepaald té worden. 

De vergelijking (6} wordt na 

+ enj. + Const. , (8). 

Daar m:=zJ*Mdx tasfchen gegevene grenzen , welke ,. bij vopx- 
beeld, met de ordinateti x\ y' en x'\ y" overeenftemmen, ^eno- 
men wordt « zoo beboort ook ^m tusscbett diezelfde grenzen 
genomen te worden. 

Stelt men dus, dat voor de eerde grens der Integraal het tweede 
lid der vergelijking (8) eene waarde ir' verkr^ge, en voor de tweede 
grens eene waarde «r'% dan wordt tot bet ma;(im)im of minimnqi 
ook nog gevorderd ; 

^'-^^o C9) 

Men kan bierbij nog opmerken, dat in de vergelijking (p) flechts 
de waarden van » en ^ voorkomen, welke tot den aanvang en toe 
het einde der integraal bebooren, en dat y* en /^ fiandvastig zUnde« 
ty' en 9y" gelijk nnl zün, 

S aou S^(MMis^ VI. J9« kgrtfi» Ign 44 hf^^kn^ ptelkc 
tuiflkên twee gêgêvemé pmUm in tftfn plat vM kan g$tr9k^ 
kêm warden» 

!!• Deel, !• Stuk. B Laat 
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Lflflt y = F (x) de Tergeiykliig der geviaigde lya, ea m hare 
lengte zUii» dan Is 

«=/d^»/0+/,«). 
Wg hebben ttzoo 

V = |/(.+i..0 en dV=j^^li^ 

In de vergelijking (7) is dm Y=o> Pt = y/\'.^ f^i=^f 
««2./ gevolgeiyk wordt deze vergelijking 
^ Pt 



1^0 +/t*) 



= 0, 



derhalve ,^^; ,^ = Conft. 

en dus ook p^ = C^i»/?. = ^9 

dy 
dat is: r^ =^, 

d jp 

gevolgeiyk y = 4 jr -f i. 

De-gêrraagde I^ $t alzeo eene ngte Iffn. De fiandvastigea 

a tn è moeten nu zoodanig genomen worden, dat de IQn door de 

gegevene punten loopt. Zijn dus de coördinaten der gegevene 

punten *', y' en jp", y'', dan wordt de vergelijking 



y-^=?:z$/C«--'0. 



$ ai. VooRBtELD Vn. De zwaartekracht als ftandvastig 
aannemende» begeert men de kromme iffn te bepalen » langs 
welke een ligchaam in den kortfien tffd nit een gegei^en punt 
A naar een gegeven punt B kan vallen» 

Men brenge door de gegevene punten een verticaal vlak, en 
neme de daSarin getrokkene horizontale lijn A C (Fig. 5) cqt as 
van de y en. de verticale IQu AD tot as van de jp, dan kan men 
de vergelijking der gevraagde lijn in het algemeen voorstellen | 
door ƒ = F (*)• 

Het is bekend, dat de fnelheid van een ligchaam, hetwelk door 
den boog A P B valt, in elke punt P der loopbaan gelijk is aan die, 
welke het ligchaam zou verkregen hebben op het ^einde van den 
vrijen val door de loodl^n P Q = jr. Stelt men dus deze fnelheid , 

=S, i 
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r= S , en den weg* dieo een Ugcbaun in de eerfte feconde vin den 
▼rQen val doorloopt, =^f dan is S = s V gx. 

Nn kan men aannemen, dat de differentiaal des boogs in de 
differentiaal ée^ tijds met eene eenparige foelbeid wordt doorloopen. 
De differentiaal van den tijd ir alzoo gel^k aan de differentiaal van 
den boog gedeeld door de foellieid. Stek men dns den tQd 
= T» dan is 

ai/g« 

dertudve T = ^/^"^S'^^"- 

a|/g ^ V * 

Wijf kunnen dns ftellen, ter bepaling van liet minimnm, 

In de vwgdöklflf (7) i« d« Y = o, P,= -^^L_^, 

P,=ro, mz4 en gevdgelfjk wordt deze veigel^king 
d ^i =0. 

derbalve ^ /\ — rr = Co0fi. = -i-- • 

Hierait vindt men veider «ditereenvolgendt 

X 

xds ■ 

''"■ 1/(4**-.»»)* 

y=s— l^Ca^i» — »») + /» JMff Jï». f #r/. — (A), 

Z>tf gevraagde l(fm is derhalve eene Cycloïde. 
De bafis dezer Cycloïde valt langs de horizontale lUn AC, en 
de draal des voortbrengenden cirkels is = a. 
Om de waaide van # te bepalen merke men op» dat de Cycloïde 

B % ^oor 
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f door tarii fmt-B aoét loapen« w«vtbq de cotfcdimccB af^emy^' 

gegeven ziJn. . Mèn heeft dos de verfemfciDg 

ƒ''== — 1/ (a i» *''— «''0 + ^ ^oog Sin. Vers. — CB) , 

' wéifiiit Bu il do<Mr bentdering kin gevonden wofdKs* 

i« jr'^ 9SC 6 êli y^ tiiec =r: o, dtn ligt B In eec^g^ttb C der 
horizontale l^n AC, en de vergelijking (B) worde ki di( 'geval 
y'^ = S Moêg Sin% F'ers. o = d iiir , 

waaruit s^^'^ — • 

8«r 

Is y" z=:o en «'.niet =:o, dan Ugt B in eenig pnnt D der 

verticale HJn AD, en de vergeiyking (B) wordt in dit geval 

o = — y (a il *'' — «"*) + aBoog Sm. Firs. — , 

a ^. a 

De finn§ la dos gdijk aan den boog; de ftraal des voortbren- 
genden cirkels is bijgevolg, oneindig groot en de boog A B alzoo 
' ,ee«e regie HJn. 

S aa« AuoitauMO» Had men de honzoncale l^n AC voor as 
van de x aangenomen, en de verticale A D voor as van de ƒ , dan 
zoo men gevonden hel^bén 

Wy hebben dus nu» ter bepaling van het minimum, 

en • é^^ -^y^^l'rfn ^ /^'!' ,^ ; 

gevolgelljk Y=.- ï^^ •^»=1^:(7^) •P»=«»'«^ 
De vergelöWng (7) wordt derhalve 

Y-i?i=o of y='/i- 

d« dar 

Stelt 
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dan irorii 4ai^wt 

dVsa/,dP,+P,d^, 



derhfllre V =/>, P, -|. Confi, =/,P,+ -J 



• «* 



naar v = l/li^ en P>= ■^»' ; 

Hieniic vindt men «chtvaeovolgeBd : 

_ V(a^y-y) 

f^-—^ ' 

en X :=:'^ V {!aLay^y^^'\-a Boog Sin. J^ers.^ , 
welke yergeiykiDg met de vergelijking (A> gèfaeel oveffeenOemu 



DERDE AFDEELING. 

.» 

5 s3. Laat, p eene fooctle sijnd^ ^f^i^ *9 ft ptf P%9 ^^2., de 
iotegnal ƒ ^d«, niafcfaen gegevene gre»zen »', y' co •'', y*^^ 
eene (laodvastige waerde ttoeten bebbei)* ' 

li iin dexe gefielde waarde ntec gfooter dan.^ «och geiykaan, de^ 
grwEftewtaide^en ook niet kleiner dan, noch gelQk aan, de kleinfte, 
welke de integiaal tnafcheD de g^evene grenzen kan hebben, dan 
beOiaa er blikbaar oneindig vele verfcUllende beuekkiogen cuafchen 
4r eoy» welke aan de integraal de geftelde waarde doen verkrygen» 

Meo flelle dese ondeifcheklene betrekkingen tnsfohen » ea jr 
voor door F (*, y)=o, ¥{ (*, y)=:o, F, (ar,y)=:o^4«x,; 
eo neme na aan, dat F (ar, y)=;o overga in Fj (:r^ y);=so, 
dan xal voor dezelfde waarde van 9 de waarde van y overgaan ïn 

y + fïf 
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y + 'yt de wwde yw /t ^/i-f '/it ^ wtifde vtti ^s io 
/^ \ fp^ , tfus.; cerwQl» de wurde yvn J*^dx cnsfchen de gege. 
veoe grenzen fimdvastig blQvende, ij^pdse gelUk nul moetzyn* 

Daar dit nn plaats heeft vocht al de venmderingen, welke de 
fimcde F (« > y) = o, onder de gefielde voorwaarde kan onder- 
gvan, en gevolgelOk voor al de afwltfellngen» Welke er bQ de 
waarden fy^ fpx » tpt « epz. plaats knnnen hebben , zoo moet de 
waaide van fS9^ * ^^^ nol z^n^ in zoo ver dezelve afhangt 
alleen van de eerfie magt van fy , alsmede in zoo ver dezelve 
afhangt aDeen van de eerfce magc van tp^^ of van de eerfte magt 
van tpt , of van de tweede magt van fy^ enz. 

Laat nu nog gegeven z^n de onbeftemde integraal ƒ ^d s, Jn 
welke ^ insgelQks eene functie van « , y » ^i , ƒ ^ f ^^'« voorftelt* 

Deze integraal zal voor de aangenomene F (jr, y) =o, tnsfchen 
de gegevene grenzen x'y y' ea V , y", eene zekere waarde ver- 
kregen » welke, ^ niet identiek met f zQnde, aangroeit of ver- 
mindert hQ elke verandering, die aan F (s, y) = o, onder de 
geftekie voorwaarde wordt toegebtagt. Zal echter ƒ «djr, tns- 
fchen de gegevene grenzen, voor de bijzondere fanctie F («9y)=o 
een maxhnum of minimum ztjn , dan moet blijkbaar wederom de 
variatie van ƒ ^d«, in zoo ver dezelve afhangt van de eerfte 
magten van #y , Ipi , 9p^ , enz. geigk nul wezen. Zoodat men 
alsdan heeft : 

#/^d» = o, 
tf^dx = o^ 
en gevdgeiyk ook, n een onbepaalde factor ziynde, 

#J*Od * + «!*ƒ pd4P=: o, 
of *X(p+«^)d* = o (lo). 

S 24. VooRBULD VIII. De kromme l^n BPC {Fi^. ö) 
zoodanig te bepalen» dat de koog tutfchen de punten B «n C 
eene gegevene lengte L hehhe , en dat de inhondvan het ylak^ 
begrepen tnsfchsn dezen èoog, de gegevene ordinaten Ah en 
CDy en ket bepaalde gedeelte A D van de as der abscisfen^ 
een maximum of minimum zff. 

Men neme O X en O Y tot regthoekige coórdinaten-asfen , 6n 
noeme x',yff de coördinaten van het gegevene punt B, en x'^y" 

de 
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dt cofiidimcen nn hec gq^eoe poot C » dan iry de imc^ea 
CBiTchen de ffuaea x^^y* m x'S y*' nemende» . 

en Aiüiféf ABCDT=^Sy^»* 

Dmt. no L ftandvasdg en de inhoud ABC D een mazimnm of 
mioimnm moet zyn» zoo hebben wQ» vofgena de vergelQ'- 

deilialve is V = y + m i/ (i + ƒ i») 

•/id^i 



dV=dy + 



v^O+^n 



In de vergelökiDg (7) l« dus Y=i, P, = ,..^1' ,v P> =so> 
4hm:.; gevolgel0k wofdc dese ver^liljlüng : 



ds — d 



1/(1 +/>!*) 



derhalve ^/^' ^^ =» + Q?»/?. = » + «. 

merait vindt men verder 



^•~- •[«» — (* + #)>}' 
bögevotg y±#=±i/[ii»-(»±#V], 

of C*±«)* + Cr±0*=«*« 

/>^ gevraagde kromme is ahoo eem eirkeiteog, éUe n tot 
firmal heeft. 

De inhond xal blikbaar een maximum zUn, wanneer de holle, 
en een minimum » wanneer de boUe z^de der ivomme naar de u 
der abscisfen is gekeerd. 

Ter bepaling der ftandvasügen #^ ^ en n heefk men vooreerst, 
omdat de boog door de gegevene ponten B en C moet loopen , 

verder heeft men, omdat de integraal JTdx 1/(1+^1') tusfcfaen 
de gegevene grenzen gelijk L moet zi]n , 



nBoog^^^* — =— ^nBoogSifi' — = — = L. 



$ 95 I 
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' '$'*$< - AiNMtBnio. -Wf) ■ hadden ook «ader^taogetittStxaa» 
P, =o» M2., even idi in $ as, kaooea beflidtea tot da «e^. 
H)Ung 

V=^, P, +<W.^:=^i P^ ±>, 

en bysevolg. ^Mt V=y +«»/(i +^»«) enPt= . *^' . i<>. 
eohiamit/i oplosfeddop 

en *±^«l/(«*— CriiO*). 

of <*±^)>+Cr±0*=»M 

even als boyen. 

. S s6. VooaBEELD IX« JS^n volmaakt èmigèaar touw ^ van 
tfino gegeveno lengte, wordt aan twee punten A «« B(j%.7) 
opgehangen. Men vraagt naar de vergelffking der kromme 
l(fn j welke dit touw, in rust z(;nde , zal vormen. 

Wij znllen hier aannemen » dat . bet tonw in alle deelen mee 
beuelfde gewigt beswaarë ia; wordende aladan de gexochce 
kromme de gewone ketxinglffn genoemd. 

De gevraagde kromme ligt biykbaar in bec verticale vlak» bet* 
welk door de pnncen A en B gaat, en bec zwaarcepnnt Z vaa bet 
tottw zal zoo ve0 mogelQk genaderd zj^o tot de borizoncale lijn 
CC, welke beoeden bét touw* in bet door A en B gttode 
verticale vlak wordt getrokken. 

. Oe afftand van bet zwaartepunt Z «ot aan de l^n OC is, toI- 
gens den bekenden ftatifcben regd» geliffc aas de fom dar momeDteo 
van de afzonderiyke deden des toows» gedeeld door de fom der 
gewlgten. 

Men neme nu de borikoncale iJijn O C tot as van de ;^ en de 
verticale lijn O D tot as van de u ; npeme m'^y' At coördinaseB 
van het gegevene punt A en «'', y'* de coördinaten van het gege^ 
vene puqt B» en ftelle het gewigt eener lengce-eenhetd van het 

tonw 
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uifaiws3zw$ ^io is d« «Mim im. eeoft difyeiiiM ièmMBm$t 
asir4sy(f -f //} €Q liet iDoneot d^zior difoeBtM Ifn c^ 
sigie vio de borÜKoncale l^a O Cs= «» jr d 9 v<0 4^ ƒ lO* 

Neemc men alzoo de locegnüen tusfchen de greozen a^y fin 
«"» r^S da» H ' , j 

i/5 /0m der gewigten =zz jr ƒ d * v^(j +/1O , 

Daar im de fom deruiomencen, gelijk aan be(, gewig^ van het 
geheele tonw, ftandivascig 1$^ en de fimi der momenten gedeeld 
door de fom der gewigten een minimum moet zijn, zoo moet 
bUJkbaar de fom der momenten een mazinröm wezen* 

W^ h^sbto doa^ volgens de vef^ellfking O^o} , 

en av= — 77 — , ^ .,. — • 

In de vergelijkjng (7) Is du» Y=o, P, = .'t^'l'^A . P» =0, 
40iz,i getolgeiyk «ofdt d«z« vetgelDUng 



€0 derhalve (H-«)i>i —Conft. — a. 

Hiernic vindt men verder achtereenvolgend : 

. . . ^*=±'^örf^^' 

, adiX 

4r > - 

De fiandvastigen », « en ^' worden bepaald dh de voorwaarde, 

dat de kromme door de gegevene pnoten A en B moet loopen, 

en dat het touw eene gegevene Jengte moet hebben. 

. Stelt men, dat depttnaen A en B (Fig.8) in dezelfde horizon- 

ule lyn zijn gelegen , en dat de as der abfcisfen loodregt op het 

•mid- 
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ütf H. VA» BLANKEN^ 

midden der 'IQn AB fhmc, dan behooren met elke waarde vao x- 
twee wiaarden vao y overeen te (temmen , welke flecbts In teekea 
verfcblllen^ zoodat men In dit' geval in het algemeen moeo 
hebben : 

hieroit volgt a'ziza. 

S^elt men de lengte van het tonw zrsL, dan ia 

en y'zszaLog. — ■ — - — ; 

a 

door middel van deze vergelijkingen kannen de flandvaatigen i» en # 

door benadering gevonden worden. 

Voor het punt Q , alwaar de as der abscisfen de kromme IQd 
doorfnydt , is ^ = 0» en bijgevolg 

x = OQ=^ — ff. 

Verplaatst men nn den oorfprong der coördinaten uit O naar Q, 
en noemt men de nieuwe abscisfen t» dan is x:=za — n-^-t. 
Door fubftitntie van deze waarde vindt men voor de vergemking 
der kettinglijn 

of y:=i±sLog.^^ i^ -! :. 

$ 27. Aanmerking. Had men, in Fig. 7» O C tot as van de 
X en OT) tot as van de y aangenomen ^ dan zou men verkregen 
hebben: 

defomdergewigten ^izwféx |/(i+/i*), 
4ê fom der momenten = w ]fy d * • (i + ƒ 1*) , 
en bijgevolg *ƒ(ƒ+«) dapv'Ci +^i») = o. 

WD hebben dus na 

dv=dy^(i+^,>)4, Cr + ^^^^^ 



In de vergelping (7) is alzoo Y = v^(i4-/i^), 



Pt = 
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Pi =ï yr^ipt^ » Pi =Of ^•«•» gevolgeigk wordt deze ver- 
gdyUng. 

of 9 de differenciaal des tweeden terms oDCwikkelende » 

d*»/Ci + ^.*) ^■'^^ ^ + *^''^^ =0. 

Vi.it Pt J ^/(,+^..) (i+/,»Mi+/i») 

Vennenigvnldigt men met pi |/(i+^i*) enöelt men voor/, dx 

bare wande dy, dan verk^gt men ' 

zjljiide il de conifauce» die men bit) het integreren verkrijgt, 
Hieroit heeft men verder achtereenvolgend: 

d,=. ^±-'?^ 



welke ▼ergelQUng met de Tergemking (A^ gdieel overeenfiemt. 

Men had hier ook weder mogen beflniten tot de vergeMJkiog 

V =ƒ , P, + Omfi.—p^ Pi + ^ , 

en bUievolg. daarV=0+»)i/(i+/,»)enP» = j^7q^J»» 
wtamit men verder vindt 



even tb boven. 






VIER- 
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H. FA» BL4tNJLSN^ 



VIERDE AFDEELIN6. 



S s8* Laat weder, even als in § 1 8, in de onbellemde integraal 
uzzzXWdx de grootheid V eene functie z^Jn van*,y,/i, 
p^ , êftZ. 

In plaats echter van bepaaldeiyit eene functie tusfchen de ver* 
anderlijke elementen » en y aan te nemen, kan men elk afzonderlek 
in eene functie van eene derde veranderlUke grootheid t uitdrukken ^ 
en alzoo (lellen: 

F(*,0 = o eo FtCr>0=0' 

Veranderde nu de eerfte dezer functién, dan zouden voor dezelfde 
waarden van /en d /, de waarden van jr en dx eene zekere variatie 
ondergaan, welke men kan voorilellen door 9s en idx» 

Eveneens zouden, bU eene verandering der tweede functie, de 
waarden van / en dy voor dezelfde waarden van t en df moeten 
variëren, en overgaan in y + ^y en d ƒ + ^dy. 

Voorts zouden , wanneer eene dezer functién of beide functiën 
te geiyk veranderden, de waarden van /^ , /^i, ^i , tfuz. overgaan 
In f t + fpt f P%+ f Pi^ enz. 

Stelt men nu, dat in de grootheid V de waarden van ^rj » /i » 
ƒ I , enz» overgaan in * + '*,ƒ + 'ƒ t ^i + ^Pt 9 ^«^-t dan zal 
V overgaan In V + *V. 

Vindt men dus door gewoon differentieren: 

dV = Xd«+Ydy+Ptd/i-+-Pitf^i+^»«-» 
dan zal men, de tweede en hoogere mijten der vatiatiën verwaar- 
loozeade, ook hebben 

Nu is ^0 = ƒ *(Vd*) = ƒ (VM« + d«J^V) 

=z=XVd** + /d»^V; 
verder hebben wU door gedeelteUjk integreren 

jrVd#» = V^*-X**dV, 

bö- 
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VBRRAIfteUNO CWa DS VARlATOMEKBIIIllO. J9 

Vememgvildigt men de bovfcn oRgegeveiw waarde ven <^ V 
niec dx, en. 'dê wmde van dV mee fx, dan vindt men dopr 
af trekking 

djr/V— .^:cdVi=Y(d*ii^y— **djr)+P4(djr|>,— f*a/0 
+ P, (d xff^ — ixdfi) +#»«.5 

dy , ^ djf>dy— rfy*d» , 
daar no /i = j^ IS, zoo is »/i = ^-^ » der- 

halve ds9fiz=:9dy^pt»óst . 

en dir*^--**d/i=ï5d#y — 0>i4** + *«^rO 

< Op geü^fce «^xe viodc men 

ds^f^ — ^xd/, =Sd (*^l --^t *»)? 
ftelt men alzoo 

dan vindt men: 

djr/y — #tfdy=:=#d*, 

d3tffi-^txdpit=zdm^ 

d« 
d»J^^,-»*di),=d— . 

Door fubttitatie van deze waarden wordt 

dm 
d,»V— **dV=.Y#dar4.Pidi»+Pad J-.+ «ir.j 

farollgemk 

Vefder heeft men door gedeelceiyk inc^eren : 
J'P,d.=P,.- /j^-d*. 

•'*^* d* *d* d* ^•'d* d* 
Itobflitnêert men deze waaiden, dan veckr^gt men eindel^ 

»« = V*« + fpi - ^ +<«t.) • + (P» - enz.^^ + É»z. 

•^ V d« dx d« f 

S «9' 
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30 « VAN BLANKEN, 

% 89* Had men d s ia de onbefiemde iotegml m:=X^i»9 
onder hec integraalteeken niet afgezonderd^ dan kon deze integraal 
voorgefteld worden door if = ƒ Z; zQnde Z eene fonccle van de 
veranderiyke elementen « en y en derzeiver differentialen. De 
bepaling van I0 is na zeer gemakkelijk. 

Laat> namelQk, door den gewonen algorithmos der differenciaaU 
rekening» gevonden z^n : 

#Z=X**+Xi*d* + Xj*d>* + X,M»*+tfi»z. 

+Y*y + Yt*dy+Y,*d>r+Y,WV + «»«^ 
dan if vooreerst 

+ /Y*y + /Y,d*y+/Y,d**y + «iz. 
Herleidt men na door gedeeltelijk integreren deze integralen zoo 
lang tot dat er geene difFerenttalen van ^» en #y meer onder de 
btegraalteekens voorkomen, dan vindt men ligtelQk 

Jte=OCi-dX,+d»Xs-^»20'*+(Xi-dX,+tf»204'*+(X,^X4+tfi»z.Vl>^ 

+(Yi^Y,+d»Y,.tf«z.yr+(Yj-dY,+tf<»z.)dJy+(Ys^Y4+tfi»2.)d*^-H«- 
+/(X— dXt+d»X,— d»X, + tf«.)^* 

+jr(Y— dYi+d*Y,-d»Y, + tf»zO'y • • • • 00- 

$30* Wanneer «=J*Z, tnsfchen gegevene grenzen, een 
maximum of minimnm zal zijn, dan moet de variatie van u in zoo 
ver dezelve afhangt van de eerde magten der varladên van x, y , 
dx^ dy, en2.y gelijk nnl wezen. Dit kan echter, behoudens de 
onderlinge onafhankelijkheid van i x en ty in het algemeen niet 
plaats hebben, ten zQ de coëfficiënten van ^» en ty onder de 
integraalteekens elk afzonderigk geiyk nul zijn, en men alzoo 
hebbe: 

X — dXi + d«X,— d»X, + tfi»z.=o . . (13), 
Y — dYi+d«Y,— d»Y£ + d«. = o . . (14). 

Uit de vergeiyking (11) blijlct echter, dat de coëfficiënten van 
fx en ïy onder het intejgraalteeken eenen gemeenfchappeiUken factor 
hebben, zoodat in elk bijzonder geval de vergeiyking Ci3) door 
dy gedeeld zijnde, hetzelfde moet opleveren als de vergeiyking 
£14) , negatief genomen , gedeeld door d x ; weshalve men uit deze 
diflerentiaal-vergeiykingen, wanneer bij het integreren de confianten ^ 

be- 
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TUUMAOBLOfO OVU SB VAUATHUKlNINa ^ 

«behoorlek bepnld woeden » slcQd dezelfde beoekUqg miTcheD 
jp en y zal viodeo. ^ 

Naardien de vergemking (12) een b^zooder geval is van de 
terneene vergemklng (97}, welke in de Zevende Afdeeling f 41» 
zal wofden opgegeven en toegepast, zoo zullen w0 ons bier flechcs 
behoeven te bepalen b^ de vergelijking (ix^» die de variatie van 
» = ƒ V d » voordek. 

S 31. Het tweede lid van de vergeiyking (ii) kan in het alge» 
meen niet nul z^n, ten zU men hebbe 

^-lT+d7^'dT -'•*• = <* • • («5> 

Uit deze difTerenciaaUvergelljking kan door integreren eene be- 
trekking tnsrchen xeny gevonden worden* De ftinctién F (s« O =0 
» Fi Cr» O = o ^9° daardoor echter nog niet geheel bepaald. 
Men mag mi nog de eene naar willekeur aannemen , doch dan moec 
de andere zoodanig bepaald wofden» dat de betrekking tnsfchen 
jr en j, welke nit die twee fnnctiên voortvloeit, overeenfiemt 
met <fUe, welke nit de vêrgellDking (15) wordt afgeleid. Hieruit 
volgt, dat de variatiën van :r eny nog geheel onbepaaU zQn, en 
derzelver verhouding alle denkbare waarden kan hebben. 

De vergel(fking (ii) wordt nu, voor # hare waarde flellende, 

of, kortheidshalve den coëfficiënt van ^« door «, en den coëffi- 
ciént van ty door fi voordellende , 

tu:=zm*x + fii'y + enz.'\'Confi. . . . (i6> 
Wanneer de integraal ly zi= ƒ V d » tusfchen de grenzen x\ y 
en jp^', y een maximum ot minimum moet z\|n, dan behoort ook 
de variatie van tusfchen deze grenzen genomen te worden. Stelt 
men alzoo de waarden van m en fih]i het begin der integraal voor 
door m' en fi' , en bjy het einde der integraal door m" en ^"^ dan 
moet men, wanneer er een maximum of minimum zal z^n, nog 
hebben : 

n" tx" + p" 9y" + enz. — 0f fs' — p' * y' — enz. — o (17). 
De grenzen , binnen welke de integraal een maximum of mini- 
mum moec zijn, kunnen als llandvastig en ook als veranderiyk be- 

fchouwd 
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8g IL frjtH BLjiNKEN, 

fohaüwd woeden» In het Jwfte geval woid«f) door dé VEtcga^lÜRg 
(17) de toe hec maximum of minimum gevorderde gren^ca bepatld, 
xoo als uit de oplosflag der volgende voorbeelden xil büjkcn. 

f 3fl. VopRBBLD X. Fan al de. igüem » welke uit em gs^ 
§$T€m punt A (iVg. 9) maar eemê gsgewsne kromme kanme» 
geirükkêm wardem^ die $e kepakn, welke eem masimmm ef 
minmum is. 

Wiy vinden vooreerst, even als in $ 30, dat d« vergeiyktog der 
gevraagde mn in het algemeen ia f ^sza x-^è* 

De gevraagde lyn moet dus eenè regce lijn wexen, welke nit het 
gegeven punt A naar eenig punt B der gegevene kromme is 
.fctrokken. 

. De coQidinaten van het punt A xUn ftandvastig; bUgevoig stfn 
tx' tntf beide gei^k nnL 

Het pont B editer ksa zich Isogs de gegevene kromme B C 
vetplaatfen. 

Stelt men zmh eene onefaidig kleine verplaacfing voor van B naar 

B' , dan is ~^, gelijk aan de differentiaal. verhouding van de coör- 
dinaten der gegevene kroaBme in het p«int B, en bggevolg gei^k 
tan den tangens van den hoek B T X , dien de raakl^ fi T met 
de as der abscisfen maaku 
WIJ hébben, even als in ^ 30, 

in de verireUlkine f 17') is dus«''= ,/ft"= — ^-^ — » 

deze vergeiykii^ woidt alioo, aangezien tx' «n ^f beide gel^k 
DBi zyn. 



ir'* I 

derhalve -r^ = — — . 

* x'* p*\ 

Nu is /'^zri^'sZ^fffj-.BDT en-i =C^>.BDT, 
d sf* P \ 

tlerluave C^^BDT==— 7V}«f.BTX = 7Vr«;.BTD. 

De 
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vKRfiAirarUNG oTta m yAUAtBwoiiiiio. jfr. 

De boek B DT k bijgevolg bec complement vin den bode BTJf^ 
De geraagde iffn ioorfn^dt dus ée gsgerdme kromme in i$i> 
pmmt B rêgthoêkig^ 

% 33. AAiiiauuNo. Lag ook het punc A in eene gegevene* 
kromme A£, dan zonde voor eene oneindig kleine vefplaatflng 

vm die punt» ^ geiyk x^n aan den ungens van den hoek 

A S X , dien de raaklijn A S , welke de kromme A E in £ aanrukt, 
mee de as der absdsfen maakt. 

Daar nn lx* en *jr' onafhankeiyk zijn van lx" en ^y'', zoo 
heefi men, nit de vergelijking (17), de af^onderiyie vergeiykingen 

«'Z^' + ^'^y =0, 
d*lx"^l^"fy" — o. 

Htemit kan men weder beiluiten , dat de gevraagde /(fm èeide 
krommem regf hoekig moet doorfnffden. 

S 34* Wanneer de grenzen , tnsfcben welke de Integraal 
et =. J* V d X een maximum of minimom moet wezen, onder 
zekere voorwaarden veranderiyk zUn, en fommige coördinaten dezer 
veranderljfke grenzen reeds in V voorkomen, dan behoort men aan 
de in § aSr opgegevene waarde der variatie van V nog eeoe» 
verbetering toe te brengen. Kwam , bij voorbeeld , de ordinaat s^ 
reeds tn V voor, dan wordt dezelve bQ het differentiëren als 
flandvasdg befchouwd ; befluit men nu nit de differentiaal van V 

dV = Xdjr + ydj+Pid/i+tf»2.,^ 
tot de variatie 

*V = Xix + Yiy+Vtlft + eM., 

dan ontbreekt et aan deze variatie nog eenen teem T ^»^ die uit 
de veranderiykbeid van x* oncftaat. Bijgevolg ontbreekt alidan» 
aan ^e in vergelijking (11) opgegevene viriatie der hitegraal 
• = ƒ Vd», nogden term ƒ T**'d*=#«' ƒ Td«;moetende 
nn blikbaar de Integraal ƒ T d s tusfchen dezelfde grenzea 
genomen worden als = ƒ Vdx. 

S 35* VooRBULD XL 7/9 een verticaal vlak z^n gegeven 
twee kromme l(fnen A C ^n B D QFig. lo). Men èegeert de 
kromme l(fn ^ B te iepaten, langs welke een ligchaam im 

II* Deil> !• Stuz. C den 
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31 Jt VAV BLjtNK&N^ : 

Jé9$ kt^fften t$d, ttit êenig punt A der $trjte kromme nofr 
eimég pmêt B éer tw$$d$ kan vallen. 

Laat de verticale li}n O £ tot as van de df en de horixomile 
1^0 O F tot « van de ^ aangenomen worden. 

liSen noeme »S ƒ< dé coördinaten van het puncA en.s'\y'^ de 
coördinaten van het pnnt B. 

Trekt men nk het punt A de horizontale lijn A G» welke de uk 
eewg punt M der loopbaan getrokkene loodiyn MN in G. ontmoet, 
dan is de fnelheid van het vallende ligcfaaam in het ^pant M gelfjk 
aas de ihclheid na den vrijen val door de loödlijn MG = *-^«'. 

De fnelheid in het punt M is alzoo = 3 l/^ (* — *') en wÖ 
vinden dus, op gelijke wijze als in § ai , 

'"^ ayg ^ . VQx^xO • 
Gevolgelijk hebben wij : 

"7 a 1^ (* - *0* V Cf - *0 (I +fO' 

P^=o, ««2,; gevolgeiyk wordt deze vergelijking 



v'(*-*OCi+/>t*) 



= o. 



derhalve' — p fw , ^»n = Q^^A= ,"T^ • 

Hieruit vindt men verder 



/>i=V' 



2 ^ — (* — *0 

en 

y =— 1/ [2 i» C*-*0— (*— *0*] + aB.S$n.Verf. •=^— ^ + Gw/?. 

De gevraagde kromme is alzoo eene Cycloïde, welker kafit 
langs de door A getrokkene horizontale Ijfn A G valt. 

Daar 
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TUuunnaiM oma m YMumnKiNiNa ^ 

, Dtar het poDC A zich langs de kromme AC kan verplaatfini. 
en de ordioate k* reeds in V voorkomt» 200 bekoort itien, volgens 

hec In 5 34 aangemerkte, l^ de vaitatie van rlili^i+^P 
nog te voegen den term J^«' f ^"^t/C'+^^J) 
De vergelijking (17) wordt dienvolgens 

Stelt men in de nitdrnkking. onder bet imegraaiteeken voor pt 
hare waarde, dan vindt men 

ftfXSLÏlIl^ fJ. dxi/üa 

= ConJf. i— . 

Neemt men deze integraal tnsfchen de grenzen s^zzx* en s=y, 
dan wordt dezelve, de waarden van ^1, welke met. x' ea s'^ 
overeendemmen , p'^ en p'\ noemende , 

Daar insgelijks • =V — f » P» == — L ^ — — ! — 

is, zoo IS ook 

•' «/(« — *'>» — *' 

De vergelQkiiig (A) wordt b]i)g«volg 

Uk deze vergeigklng volj^ verder, aangezien f x* en ijr' 
onaf bankélijk zQn van # x' en ^y , 

•V.' + r'/^o. 
•'*»'+^'*/ = o; 

derhalTe ^ = -. ïl 



^y 



en 



Ca D« 
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$6 H. rj/N BLANKEN^ 

* I 

Dtar on ia.=Pj= -- — , en bögevolg /ft'=:ia' i«, eojo volgt 

bieraic 

^ ff Jy 

D$ raaklffm A S , velke de kromme A C in het punt A 
aanraakt s loopt Jus evenwpJig aan de raaklffn BT, die 
én hit punt B aan de kromme B D wordt getrokken. 

Daar veider«''=:— — ^ en t^'=^— — ia, zoo hebben wö 

p*\}/2a y/%a 

ook nog 

i»— f,' 

De raakiyn, welke de» kromme B D in het punt B untaakt, 
ftttc dnt loodregt op de naklUn, die !d het pnnt B aan de loopbaan 
A M B worde getrokken. De kromme B D wordt derhalvg 
door do loopiaan regthookig doorfnoden. 

$ a6. AANMBUmo. Had men de horizontale l^n OF tot as 
van de i; en de verticale IQn 0£ tot as ven dey aangenomoi, 
dan zoo men gevonden hebben 

Men heeft dos alsdan 

^_y. d»KO+^ i*) 



V=»/i+^ 






en dV- ''^^^*+^'*> I f^^P^ 

-bUgevolg Y= "^f/' +^;3 e° Pi = -7—^ . 

Uit de vergeiykingen 

dV = ydy + Pjd^, en Yd«-dP,=:^o, 
volgt no verder 

V =/, P, + Ck>»ft. =fi, P, + -}— , 
waaruit ta>en ligielök vindt 



en 
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rUSANDBUna OVU de tAEUtfUUUtlNOfO. J7 

HierDit bmkt weder, dat de gevraagde kromme eine Cycbïde 
is 9 welker kafis lange de horizontale Iffm A G valt. 

Da» y reeds in V voorkomt, zoo worde de vergeiyking (17) 

of, omdat Y = ""^^'+»^'^ is. 

Ma volgt nit de vergeiyking 

Yd»-dPi=o, 

neemt meo deze iotegratl tosfchen de grenzen s', jk en aT^ y ^ 

dan wordt 

/Yd» = P',-P',=^'-/y. 

De vergeiyking (B) wordt dus 

. ^ts^ \trf/ — m'tx'^lffy'z=zo. 

Uit deze vergelijkingen kan men» aangezien ixf en tf onafhankeljljk 

z^n van /:p' en ^y^ wederom beflniten tot de twee afzonderl^ka 



1/a^ ". 1/0- -/)(«+ƒ X») 

= -^i— i«, zoóis -'=:«'=--i-en il'= 4^> "^ 
va^ ym y%a 

Stelt men deze waarden in de vergelQkiogen (C) en vermenigvuldigt 

men vervolgent met f/'s a, dan veranderen dezelve in; 

en V*'+/,*/=:o; 

gevolgeüyk ii , , • 

/«*""**'" 77 "~ dy* • 
Hieratt volgt weder, dat is r aaklijn, welke de kromme B D 
im B aanraakt, de leoptaam AM B regt hoekig zat doorfnQde», 
om oveMwifdig tal loopem aan de raakl^n, welke de kromme 
A C (• A aanraakt. 

""'■■ VIJFDE 
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VIJFDE AFDEELING. 



S 27 . Laat V eeae fusctie voorftelleo yao x, y^ *iPuP\% 1u (T»» '*'* 

/ „ . dy d *, dz dtfj \ 

(zU«le/.=5^./. = ^.^.= -,^.= ^-^,*«.) 

De integraal-aitdrakiciog • = ƒ V d jp zal beftemd wordêa , 
wtanéer de Teranderi^ke elementen x, y en z elk zfzandermk in 
fnnctiën eener veranderlijke grootheid / gegeven zijn, en menalzoo 
aanneemt F (*, 0^=o, F,i (y\, /) = o, F, (z, /) = o. 

Om nn de nit eene verandering dezer fonctiên ontltaande variatie 
vm i^ te vinden, in tdo ver dezelve afhangt van de eerde magten 
der variati€n van «^ jf 2» /i» enz,^ hebben wij vooreerst» eren 
ala in $ s8 , 

/l^ = V**+ ƒ Cd«^V — l:rdV). 

Vindt men nu door differentiëren » 

dY = Xd»+Ydy+P, d^i+Pjd/j+^ffz., 
+ Zd2 + Qidfi + Q,d^j + <«z., 
dan heeft mtn ook 

+ Z i'z + Qi tq^ +Qi ' ?i + «»«•» 
en bygevolg 

(d*^V— ;^*dV)=Yd*(^y-/>, >x) + Pjd4p(//i— ^,/jc)+^«z. 
+ Z d * (/z— ^ 1 ix) + Q 1 d jc IJ"^,— f a J'jf ) + enz. 

Stelt men alzoo 

dan vindt men, op gelQke wijze als In J aS, de integralen zoo 
laag berleldeDde , tot dat er geene differentialen van m^ ei 0^ meer 
onder de integraalteek ens voorkomen. 
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+S(Z — i^ + ««.) m^dx ... (18). 

Neent men na «tn» dac er geene by zondere beorekking tnsfchen 
^x^ 9y €ü iz beftaat^ dan tal men vooreerst hebben, om de 
variatie van ir, In zoo ver die afhangt van de eerfte magten van 
^Xf /ƒ , êMz^ it doen verdwOneHy 

^-^+eM^^^o ..... 09), 

dOi 
Z— --^ + ^iiz.=o ..... (iO). 
dx . 



Uitdese difierentiaal-vergeiy kingen vindt men de» tot het \ 
of minimnm van u gevorderde» betreiikiDg taifclien.s eoj en 
tOffcbeD X en z. 

Oe vergelQUng (18) woidt na i voor d^ ea '0^ derzelver 
waarden fchriJvende» 

+ (P, —«»«.) *r + (Qt — ^«20^a+ «»z. + C^üj?.» 
of 9 de coëfficiënten v9xï tx^ ty en iz korth^shalve *» /l en y 
noemende, 

tuzs:mfxJ^l^ty^yèzJ^^êMZ*'^Coxft. 
Neemt men d^e variatie tusfchen de grenzen s", ys 2' en 
ae', y', x', dan woidt nog tot' het maximnm of minimum 
gevofderd 
0r*x^^trfY'+y^zr+êMz.'-'m'fx'^$'i/'-V9r--^MZ^s:^{fii). 

f 38* VooRBtELD XII. Dê kortftê iffn te èepaUn, welke 
^ een gegeven pnn$ naar een gegeven oppervlak kan 
getrokken worden. 

Noemt men de lengte der l||n «^ dan is in het algemeen 

ii=/d*i/(i+/|»+^t*> 

WU 
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WÖ hebben dui . 

Arhdve X;^o, Y=:o, Pa = y , Pt = o, i«x.» 

2=0, Qi = Y"» Q»=^» ^^• 

De vergeiykliigen (ïp) en (ao) worden dui 
d^=o end^=o; 

tögevolg ^ = Q>»jï. en li = ttiijï. 

Hieraic volgt verder» daar V* = i + ^1* + q} Is , 
p^ z=zComfi.z=ia ^ qit=.Confi.:^a^^ 
en wy bebben dns 

dy-zzzadx en dtzz^ids» 

derbilve yizxam^Cotêft. en z =i9| »+ CS^^r^. 
27^ gevraagde Iffn 4s alzoa 4sne regte Iffn. 
Daar de l^n nic een gegeven pnnt moet getrokken worded» 
«00 zQn^jv't /y en Iz^ elk gelijk nul ; dienvolgens wordt 
de vergeiyking (ai) 

<•• /ap' + fl* *7^ + y" /z' = o. 
Hiemic vindt men verder » voor de coéfficléncen derzelver 
«waaiden fcfaryvende, 

of, d x'^ix^'^dfl/ + d z'^tz'^ =0. 

Neemt men* na in 'aanmerking» dat -^^ en ,r — , voor. oneindig 

kleine waarden der variacién, de differentiaal- verhoudingen voordellen 
der coördinaten van het gebogen oppervlak in het punt, alwaar «(e 
gevraagde l^n dit vlak ontmoet , dan kan men uit de bovengaande 
vergeiyking beflniten, dat het gekogen vlak door de gevraagde 
Ifjn hodregt wordt doorfneden. 



ZESDE 
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ZESDE AFDEELIN6. 



% 35^ Lttc de grootheid V op eene gegeveoe wj|jze gevonnd 

worden nic de fanctie 2 z= F C« 9 r) eo uit de gedeekdQ^e 

'd z é z dmZ 

difierentinl-verhondingen ƒ j = -— , ^, = 3— , ƒ 1 = ~i , 

d«z d*«- _d*« 

^'^dTï''"*^ dïd7 ''• -dl?v^*^- 

Nemen wfj nn aan, dac er tasfchen x en y geene bepaalde 
betrekking beftaat, endatinde incegraal-nltdmkkingir=J\/Vdxdy 
de integralen tnsfchen gegevene grenzen moeten genomen woirden; 
dan zal men de waarde van ar verkrQgen door eerst ten opzigte 
van s en dan ten opiigte van/, of eerst ten opzigte van jr en dan 
ten opzigte van i te integreren. Zoodat men zal liebben 

^ iêz=zSdyfWd»=SdxfVdy. 
/ « % y 

Venndea de functie z = F (« , y) dan znllen voor dezelfde 
waarden van jp, y, d jp en dy , de waardeQ van z^px^^qx^f^^enz. 
variéren^n dienvolgens ook de waard^ van V en «• 

Laat door differentieren gevonden zijn 
dV=Zdz+Pid/i + Q,d^i + Pjd/,+Q,d^,+R,drj+tf»«. 
dan is ook 

Stelt men deze waarde in 

fuzzzffdsdyiV. 

dan wordt 

/« = ƒƒ CZJz+Pi^/i + Qi/^i + «<»Od*dy. 

d/z dJ'z 

Daar d s en d jr niet variSren, zoo is tpi =: -^ — , tq^ ^^T" • 

%^ d**z . d»*z ^ d>^z 

^^*= -dl?-* '?^= Tjr ' ''•*= d75?» ^«*- 

Hierdoor 
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Hierdoor worde 

Op gelijke wtJze vinden wij : 

•TXQi *ftd,dy=X Q, ndx-fS ^ ndxdy, 

M Cy 

/XQ./^.d.rf,= ƒ (q /^ - '^ *r)d,+ ƒƒ ^^ ;^.dy. 

//R»//-,d*dy==R,fc_X^*Bd*_J'^zdy+J*/^^|^d*dyi 

door rnbftitarie van deze waarden , vindt men 
/ « = (R j — 0>rz.) j z ■{■ MZ. 

+•'^^1^"- d7 *- df +, dTï-^ d^ +dTd/*'**r'^**^- ' 
Zél ntt yoèt zekere functie » = ?(*. y) de waarde vaö m. 
roafcben gegevane grenzen, een mèxïmum of minimum zijn, dan 
behoort de waarde van èu, in zoo ver dezelve V#de eerfte 
magten van *«, Ip^ enz. afhangt, gelijk nul te wezen. Dit kan 
echcet nret plaats hebben, ten zy men hebbe 

^ éx- éj 7" d,i ^ 177 + JJd^ -«i»«.=0.(M}. 

Tot het maximum of minimum wordt dus gevorderd, dac 
• = ^ C*i y) in het algemeen aan de differentiaal-vergelijking (««) 
voldoet. 

S 40. Voorbeeld XIII. Laten OX, O Y ^1» OZ (/%•. n) 
Wlw ündcnling regt hoekige coorMnaten-asfen zffm. Mem neme 
op ie as OX de ftnkken Okzzx', 0B = «", en étenge 
door de punten A en B^ loodregt op O X^ de y tallen Aal' 



en 
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Ml B^^S x^#ft# #eii g0^én ofpervluk^ dat sssiF(s»i^) jtmt 
^ergtl^kkèg huft. voJgêMs a'c''. m Vc' doórJkHiéim. Fèrdêt 
mêtm mem êp ds 09 OY, de ftukkmOCzzzf eë OiDzs^y^^, 
0m irettge door de punten C en Ü^ ioodregt of OY f deriakken 
Ccc' en DbbS n^eike hetzelfde gebogen oppervlak ro/gens 
c^cf enefh' doerfnifden. 

Wanmeer nm Met ligckaam èejieten tui/ihem gemelde loodregte 
Inlokken» ket gebogen oppervlak en ket vlak van de ny een 
masimnm of minimum is» terwifl het gedeelte dee oppervlake, 
begrepen tusfchen de bogen t'b', b'c', of d* en c''a' 
aene gegevemè grootte heeft ^ zoo vraagt mfin naar eeme 
diferentiaal'Vergelifkingj waaraan de vergelpking vam h$$ 
oppervlak moet voldoen. 

Meo trekke uit eenig pont P van het gebogen oppervlak eene 
loodlijn PQ op het vlak van de xy^ en nit bet vo«tpuoc Q dezer 
loodlijn de lijnen Q M en Q N loodregt op de asftfi OX en O Y, 
dan is PQ = 2, 0M = *, 0N=:^. 

Men Uitc nv OMr::^ mee bec lintje MM' aangroeijen en 
ON:=f met het lijotje NN% en trekke nit de pnnten M' en N' 
de iHneo M'Q^ en N' Q' loodregt op O X en Ö Y. Deze 
loodlijnen vormen met de loodlijnen M Q en N Q een regtboekje 
Q QS waarvan de inhoud, wanneer de aangroei iogen van x éi y 
in differenitalen overgaan, gelQk is aan d « d ƒ• 

Verder brenge men door de lijnen M Q , N Q , M'Q' en N' Q' 
vlakken loodregt op het vlak van de xy. Deze vlakken bepalen 
eea ligchumpje Q V j hetwelk* de aaiigroeijingen van s en r 
cneindig klein zQnde, de tweede differentiaal voofftelt van hec 
ligchaam » dat een maximnm of minimum moet z^n; hieruit Volg;, 
de inhoud dezes ligchaams I noemende, 

1 = ƒƒ zd*dy. 

De loodregte vlakken M Q P, N Q P, M' Q' P' en DT Q' P* 

bepalen op het gebogen oppervlak een vierhoekje P F, hetwelk 

voor oneindig kleine waarden def aangroe^logén vtfn x en y de 

tweede differentiaal van het gebogen oppervlak voofdelc Men tnag 

aannemen, dat dit oneindig kleine vierhoekje gelegeit is in het platte 

vlak, dat het gebogen oppervlak in P aanraakt. Het vierhoekje 

pp/ 
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PP' lltft alsdan loodregt op de normaal PR, die nitbec pnnc 

P getrokken het vlak van de xy in R ontmoet $ hetzelve ia dat 

gel^k aan het overeeokomftige vierhoekje Q Q' venn^gvnkiigd 

P R 
met —^. Nu is Q Q' = d* dy, P Q =« en PR±= 

^V (i \Pi + 9\^ • noemt men dns het gebogen oppervlak O» dan is 

0=X/d*dy|/(i+/iHy,»> 
Daar O ftandvastig en I een maximum of minimum moec wezen» 
too hebben wy » volgens $ 23 » 

'dat is » aangezien d » en d y bekie als ftandvastig befchouwd 
worden^ 

ƒƒ d*dy^ \^\nV{^\p}\q}i\ =0. 
. Geyolgeljjk is 



en dV = dz + 



^0+/>iU?i*)^ l/0+^t*+^iO 



In de vergeUJking (aa) is dus Z = i , Pi = TTTrrftlTTv 

^^—7777TThrTT\^ P» =0» «»«.; deze vergelijking wordt 
dienvolgens 

Daflit verder P\^ x ^ q^^ y de volledige differentiaal is van 
z = F (« , jr; , zoo hebben wiy, nevens de differentlaal-vergelUking 
(as) » ook nog 

d£t _ dfi 

df ~ d* • 

5 41* Men ftelle zich voor een bolvormig oppervlak, waarvan 
de algemeene vergelijking is 

Hiemit vinden wU 



^i=± 
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De vergelijidiig (93) wordi alzoo 

1 + — + — =0, 
— r — r 

wflaraan voldaan wordt door 11 = 41 — te nemen; devergêlffkiMg 

ran een bolvormig oppervlak voldoet derhalve aam de 
voorwaarde^ welke door de vergelffkmg (23) wordt uitgedrukt. 



ZETENDE AFDEELIIV6. 

$ 49. Laat ^ r=: o in het algemeen eene gelijkflachtige 
^ifeentiaal^vergelQking van de m^ orde voordellen , welke 
;uimengefteld is uit de veranderlQke grootheden u^m^y^z^ enz. 
en derzelver differentialen. 

wy (lellen, dat de boogfte differentiaal van u^ in deze vergelijking 
voorkomende, is ^r'u; z(|nde /» gel^k of kleiner dan m. 

Om de waarde van ^u te bepalen , merke men op , dat ^ in het 
algemeen gelQk nnl zj|}nde, ook ^f gel|}k nnl moet wezen. 

Vindt men dus door den gewonen algoritbmns der diSerentiaal- 
rekedng 

^f)=:üi'« + üi/d#+U,/d»» + ^<»2. + Ü^Wi»iy... (94), 
+ X** + Xi/d* + X,W»* + tf«z., 

+ Y#r+Yi/djr +y,*dv + ^<«.» 

+ Z*z + Zi Wz +Zj|/d*z + tfiiz., 

\enz.^ 
dan hebben w^, de diffierenttaal. en variatieteekens onderling 
verplaatfende, £ 
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+ Ylj' + Y,dfy + Y,d» *ƒ + «»«. 
•{•enz, 

Vennenigvnldigt men deze vergelijking met eene onbepaalde 
veranderlijke grootheid ir < en integreert men vervolgens iederea 
term afzonderlijk, dan verkrijgt men 

ƒ «-ü J*» + ƒ wU, d/«+ ƒ »- U, d» *« + «««n 

•\-enz. 3 

Herleidt men de integralen, tot dat er geene differentialen dec 
variatlën meer onder de integtaalteekens voorkomen, dan vindt men 

J'»'Ujd*» = »'üi*»— XdCvü,)/*, 

J^wüjdWwnzwUjd** — d(ii'ü,)/* + J'd»(irU»)'«, 
enz. 

enz. 
Stelt men dns korthddsbalve : 

P =»'ü — dC»'ü,) + d»(»'UO — *««. • . ±di* C*U^). 

PjïSM'Ui— dCirüO + dHïcÖ,)--*". . . ^d^-tCwU^), 

P,S3 » ü,— d (» U.) + d» (w ÜO — *»z. , . + dM-«(y ü^>» 

P,=:0«Z., 

Q ssirX — dCwXO + d» (wX,) — «»z., 

ginrir X, -d C»» XO + d» e* X«) — *»*• . 

R =ii'Y-d(»'Y,) + d»C»'YO^«»«., 

Ri:=««»., 

S rswZ — d(»'ZiJ + d»(»'Zj) — «»z., 

daa worde 
Pi *» + P, d/i^ + P, d» ^ + ii»z. + P^A*-i/#., 

+ Ri*y + Rtd/jr+R»d»J^jK+«»2-. 

+ ƒ (P^« + Q*» + R *ƒ + •*« + ^»20=C^^A 

Wanneer 
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Wumeer nep in bet eerfte M dtzat vargeMJUng de groctbedea 
bolcen bet iocegnaheelcen toovQrtc door de leccer v en de groocbedea 
onder hec incegraalceeken door de letcer if^, dan worde 

W|) onderflellen, dat de Idtegmlen moeten genonlen worden 
totfcben de grenzen »', x\ y' ^ enz.^ en uf'^ x'\ y"^ enz. 

Is nn de waarde van ƒ ^ zoodanig bq)aald, dat dezelve voor 
ii=ii'y xsx', MSw verdwijnt, en noemt men de waafde van 
w» welke met iK, x' ^ f ^ Mz», overeen(lemt> ir', dan wordt 
boveuftaande vergeiyklng 

* + ƒ* = •'. 
Neemt men vervolgens voor S^ de waarde, welke met u^^s*'^ 
^', em^f overeenüemty en ftelc men de overeenkomftige waarde 
vao r voor door w^^ dan woidt 

of 1t''=it'^S^. 

Schrijft men in deze vergelijking voor ir en ^ derzelver waarden, 
dan verkr^gt men 

?/*•+ P'^ d^«' + ««.+ P'^d/*-! *#% 

+ e0z.^ 

=P'i*»'+P'id*«' + tfa«. + PVdA*-i^»', 

-XCP^*+<2'' + R^y+^«0 C«5> 

De onbepaalde veranderlijke grootheid w neme men du zoodanig 
aan, dat P in het algemeen gelijk nnl worde, en men alzoo hebbe 
jrü— dCirüO+d^C^'üO— ^«. ±d'*(»'U^) = o. (a6> 
Bi} het integreren van deze difiërentia|d*vergelijkiflg verkr^gt men 
^ conftanten; bepaalt men deze conflaoten zoodam'g, dat men heeft 
P', = o, P', = o, P'4 =0, #«2., dan wordt de vergeiyking Cas)» 
on overbrenging der termen, 

P'i/W'rz: — Q'i^*'-<y,d/«'-^<»Z.--R%Jy'— R'jdy— ^HZ. 
+ Fi/»'+P',d/*' + «i»z. + Q'i**' + Q',d*«'+tf»z. 
+ J'(Q^*+R*y + SJ^2 + #»zO (27). 

Neemt men nu aan, dat «^^ d •' d*é^ , enz^y eene gegevene 

grootte 
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grootte bébbeo, of gegevene fanctieo z^n van m' ^ y^ z^^ ent.^ 
d ff', d ^, ds', e«z.» dan wordt door de vergeiykiog (a?) de 
begeerde variatie van • voorgelleld. 

$ 43. Daar 1 ai' gel^k nul moet wezen, wanneer de waarde 
van tf' ees maximum of minimum zal zifn» zoo volgt uit de 
vergeiyking (27) 

Q/* + R/y + S/z+tf«z. = o . . . (ft8), 
—(^'i^ff'-Q'j^d^'-^jiz.— R', if-K\té/-enz.\^ 
f Pi ^»'+F,/dii' + ««z.— Q'i*«'+Q'i W«' + d<»z.>~^^^^* 
Wanneer Ix^ ly^ enz. onderling onafhankelijk zijn» dan volgen 
uit de vergeiyking (28) wederom de afzonderlijke vergeiykingen 
Q=:o 9 R=ro » S = o^ MZ. 
Bellaat er echter tuafchen «,ƒ,£, enz» eene zekere betrekking, 
zoodat men, bjijvoorbeeld, in hec algemeen heeft dz=zmds-\-ndy+emz* 
dan is ook /z=:«i J!ar-f n/y :f «üz, 

Subftitueert men deze waaide in de vergel^king (&8) , dan worde 
dezelve 

(Q + 0iS)*s4.(R+i»S);y+«ifZ.=:o, 
en door nu vervolgens de coëfficiënten gel^k nul te fiellen,. 
verkr^gt men 

Q + 0iS =0 , R + ffS=:o , enz. 
$ 44* AAmiERKiNG. Wanneer in p de grootheden x' , y'f z' ^ 
enz.t sf ^ y ^ z', enz.^ voorkomen, welke b^ het differentieren 
als fiandvastig worden befchouwd, dan behoort men bU de in 
vergelijking (24) opgegevene waarde van 9p nog termen te voegen 
van den vorm 

•' »x'^0i^ War' + enz. + /l' // +^'i ^dy' + enz. 
•'**'V«'iW*'+ enz.^fr^/ + fr^idy^ + enz. 
en bg de vergeiyking (sp) behooren dienvolgens alsdan nog gevoegd 
te worden de termen 

fx'fwel'^fdx'Swn\'\-enz.^ty^fwp''\'enz.» 
fx'fwn^enz. 
5 45* Tot eene toepasfing op een b^zonder voorbeeld, zullen 
wij nemen de vergelijking 

welke reeds in $ 35 behandeld is. 

Uit 
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Uk deze vergélQUog volgt 

en . d*VC* — *')-*^C<i**+dr*) = o. 

In de vergelijking (24) ii alzoot 

ü = , U,=»/(,_4f') , ü»=zo, «M., 

X= ^'' Y — ~d^ ■ ^ 

a»^(*-«')**'— v/Cd *»+<!ƒ») •^«=*^***^ 

gevolgdyk woidt de vergelijking (a«) . 

derhalve vVCx-^x'-)^: Comft. = ^ 

en «f— ^ 



Hierait volgt verder: 
P,= «, 

Q__£i!l_.,. d^ 

R = c d. -- — '^y • 

V/(* — *')(d«»+dy»)* 

R — g^r 

Dnr tot het maximum of minimom van u gevoideid wordt, dat 
de differentiaal-vCTgeliJkingen Q =0 en R=o gelUktUdig beöaan , 
zoo moet biykbaar, by eene beboorlUke kenze der conllanten, uit 
elk dentelve dezelfde vergeiyking raifchen s en y kannen afgeleid 
worden. - 

Uit R=so vindt men ligteiyk achtereenvolgend 

Ay I 

i^ c* - *') (d *» + d ƒ») — ^*^'-vn ' 

óyz=zds\/ ^^Tlï — ^ 

»« — (* — *') 

II* Diu, I* Stuk. D Men 
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Man kan zich nu gemakkeHJk overtuigen, dat deze s^g^^asmg 
ook aan de diiFerentiaal-vergelVking Q=o beantwoorde; want uic 

vindt men 



V/(d*» + dy*) = d«i/ 






en bygevolg d « = d * v^ ^^(^_^^(;^_^-), * 

(tdc men na deze waarden in de boven opgegevene nitdrakklng 
voor Qy dan wordt 

Daar «^ reeds in de gegevene differentiaal-vergelijking voorkomt» 
zoo moet, overeenkomt i(^ de aanmerking in S'44, b\] i p nog 
gevoegd worden eenen term mi x* ^ weshalve de co€fficiSnt van 
lx' in de vergelijking (29) wordt (Q'i — ƒ w«). 

Nu is #== — -r: :?• en w : 



dns ƒ»'• = — ^ ƒ -7: -TTt 

verder volgt uit Q = o, ' 

derhalve is ƒ w' « = — Q^ + Gunfi. 

Neemt men alzoo de integraal tusfchen de bepaalde grenzen^ 
dan wordt 

en Q!t — S^^ = Q'ii 

gevolgeiyk wordt de vergelijking (29), aannemende, even als in 
S 35 » dat bJB den aanvang der integraal » = o en dus ook *i^=:o il , 

üit deze vergelijking volgen weder, aangezien ta^ en fy' 
onafhankelijk zijn van ƒ jc en ^ y , de twee afzonderlijke 
vergelijkingen 

Q'i^^'+R', */ = o, 

der» 
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derhalve i^=-.gl. 



Verder hebben' wij , nit de boven opgegevene vergeiyUng 

^y _ 1 

>/(*— OCdjr^ + dy*) V2a ' 

derhilve R^==R^==-- -i— enQri==- -^ X |4* 
Hieruit volgt 

geheel overeeokooifiig hetgeen io $ 35 ia gevondeo» 






Ut dexe . 
Co fee. ^ 
^IgeM Cs) y 

ixk in bet ilgeth 

hec ligchaaffly 't 
^ken fchok met eeiie . 



IETS 
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BEWEGING VAN E«N LIGCHAAM, 

HET^VBLK, BA BBHBR AAHTAHKBUJXSII SGHOK^ WOB, EBHB 

MJDDBLPUNTSXAAGBT WOR0T TOOAIOEDBSTEN , "WEIXB 

WBULT IN BB OHGEKHBBBE BBDBR TA» SB 

DEBBB HAGTBR DEE AFSTASDBR. (1) 

DO om 

M. VAN BLANKEN^ 

Stadê-'LeetQr in de WU- «n Natuurkundige Weienschappen 
te Zwolle. 



Wanneer een ligchaaniy na eenen aanvankclijken fchok» door eene 
middelpuutskrachc wordt voortgedreven, dan is (zie i. r. schmidt» 
Dynamica» bladz. 273) in hec algemeen de polaire vergelijking van 
de loopbaan 

P=S — j ^-^ 7; ...(O 

zijnde in deze vergelijking C de vcrfnelling der middelpuntskracht ; 
B eene ftandvastigo, welke bij de eerfte integratie wordt verkregen, 

en 

(O Beftuarderen van het Genootfchap hebben, in oyereenftemniiog 
met de Wctcnfchappelljke Commitfie , geo9*dceld , dat dit ihikje geene 
onfefchikte bQdrage voor de VerhandeI?Dgcn des Genootichaps zou 
uitmaken ; hoezeer dan ook de uit]^omften , door den SchrQver 
verkregen , niet ^Is geheel nieuw kannen bcfchouwd worden. 33tfen 
zie, onder anderen , de door het Medelid R.LOBJLTToin iSasuitgegevene 
Wiskundige Mengelingen y bladz. 161 ; alwaar hetzelfde problcma, 
hoezeer minder uitvoerig, bfihandéld is. 
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^ / eeiie ftaodvastrge, welke geiyk is ion de eenheid gedeeld door 
cweemtal de rnimce, die door den Toerflnttl ineene cydseieiiheid 
-wotdt doorioopen. 

Yoons 18 in hec algemeen , de (belbeid vtfh hec bewegende 
ligcbaam y noemende, 

^=K {^-4Xcaf«} (O 

Neemt men nu san , dac de middelpnntskracht in de omgekeerde 
leden van de derde magten der afOanden werkt, dan kan meBllelldii 

G=^;.... ....... .(3) 

hlemit volgt dan ƒ CJfz = ^ , 

az * 

zoodn de vergel^kingen (i} en (2) in dit bijzondere 'geval 

worden 

^=x — i — ^~ r a) 



. «y l-Bï*— (i — aw/*)} 



"'=v-{,4+i?i-: ••••C5) 

Uit (4) volgt: . 1|J?,= -_, 1^ -; 

fielt men dus den hoek, dien de vosrdraal in eenig punt der 
loopb|an met de raaklijn maakt, door ^ voor, dan is in h^i 
algemeen, volgens eenen bekenden regel, - ^ 

. Tang.^=z — ï j . . ((J) 

l/^-ffa>— (i — 2fl8[p>)J 

Uit deze laatfte vergelijking volgt gemakkeliyk 

maar volgens (5) is ook 

weshalve men in het algemeen ook. nog heeft 

FpE = Cofec.^ (7). 

Wanneer nu het ligchaam, nit' eenig pnnt A (Pig.si), door 
eenen aanvankelijken fchok mét eene Tnelheid f^ is voortgeworpen , 

in 
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in. «ene rigting AB, welke mee den voerftml OA eenen boek 
4/ mttkc, dtn kaopen, de ▼erfaeHing G' der mUdelpantskncht op 
den afRaod OA = s/ bekend zljode, de ftandvucigen, die in de 
Toorgaiode vergeiyklngen voorkomen, gemakkeiyk bepaald wofden. 
Men heeft namelijk volgens (3) 

en volgen. (7) ^= ;^.,^L.^ > 

4» fitodvaatige m ia alzod onafhankelijk van de hoegrootheid en 
van de rigting van den aanvankelijken fcbok, terwQl de flandvastige 
p onafhankeljük van de hoegrootheid der middelpnncskrachc is. Kenc 
men nn m en ƒ ^ dan vindt men vervolgens nit (5) 



5=^.{^._L?}. 



BU het integreren der vergelijking (4)9 komen hoofdzakelijk 
twee gevallen in aaomerUng. De waarde van i — aw/^ kan 
namelQk poGtief of negatief ziyn. In het eerfle geval wordt de 
integraal nitgedmkt door cirkelbogen, en in het tweede geval door 
logarithmen. Ten einde echter des te beter, de verfchillende vormen, 
welke de loopbaan verkrijgen kan, te kunnen opmerken, znllen 
wy een grooter aantal biijzondere gevallen onderfcheiden. Vooraf 
merken wU op, d^t B niet negatief en zelfs niet nul kan zijn, 
indien i — ^mp^ poGtief is; want B negatief of nul, en i — ^mp^ 
poGtief zijnde, zon de in (4) vooritomende wortelgroocheid 

V ^2?»*— (i — ft«»/*)K voor alle mogeiyke waarden van s, 

onbeGaanbaar z^n. DesgelQks kan i? niet negadef wezen. Indien 
t -^fi w/* =0 moge zUn, 



!•*• GETAL. 

i'-2mp^pofitief, en dns ook B pofitief. 

Stelt men i— «^»=ii*, J?= — ■ en «ik = /i, dan vindt 

men uit (4) voor de polaire vergeiyking der loopbaan 

• = ü*$lltf-«(f + «) (8) 

Voor 
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Voor de fnelheid in eenig pont van de bnn , heefc meo abno 
volgens Cs) 

^=^»'»i-^+?ö^)!v ^'^ 

en voor de tangens irsn den hoek, dien de voerfivaal in etoig piöt 
van de baan mee de raaklijn maakc , volgens (tf ), 

Uit de laatfte formule blijkt, dac a de lengte is van den voerftraal, 
welke getrokken wordt naar het punt, alwa» dezelve loodregt op 
de raakl^n (laat; deze voerftraal is tevens de kortde, welke naar 
eenig punt van de loopbaan kan getrokken worden, want voor 
M^a worden, volgens (S) en Co}» ^ en ^ onbeftaanbaar. 

De formnie C^) geeft: 

I 2m 



voor « = tf , ^±= 



1 — «" 



en voor «=oo , ^rs— . |/ r-zs-f/ -^5 

4ff esHêm oneindig groot en afjiand ii dus de fnelheid gelgk 
aan n maai de fnelheid op den klèinften affijand ran den 
eorfprong. 

Wanneer het bewegende ligcbaam den oorfprong nadert , dan 
neemt, n ^ i zijnde, de fnelheid gedurig toe, en de hoek, dien 
de rigting der beweging met den voerftraal maakt, wordt fteeds 
grooter, toe dac deze rigting loodregt op den voerftraal fiaac; 
doch dam is de fnelheid ook zoo ^eer cof^enomen, dat het llgchaam 
zich wederom van den oorfprong moet verwi|)deren in eene baao, 
die geiyk en geiykvormig met de afgeloopene baan 'is. 

Op eenen oneindig grooten nfstand- beweegt bet ligchaam met 
eeoe eenparige fnelheid in de rigting van den voerftraal, dat Is, 
volgens de afymptote; zijnde k de lengte der loodl^n, welke nie 
den ooriprong op de afymptote wordt getrokken. 

De fiao^vastige «, die in de vergelijking (%) voorkomt, wordt 
bepaald door de keuze van den oorfprong der hoeken* Wil men, 
bQ voorbeeld, den vroeger bedoelden voerftraal O A=:s^ (Fig.fti) 
tot oorfprong der hoeken aannemen , dan is 
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• = — Boog Sec. — • 
j» il 

Begeert meo echter den voerdraal , die de rigtiog der beweging 
regtfaoekig doorfnydt, tot oorfprong der hoeken aan te nemen» 
dan is «=:oy én 4^ vergdiiJkiDg van de loopbaan wordt a}sd«n. 
m=,aSoc.np (ii) 

Om een behoorlek denkbeeld té geven van de verfchillende 
vormen, welke de loopbanen in dit geval voor onderfcheidene 
waaiden van het getal n verkrijgen, zullen wy in de volgende 
voorbeelden eenige b^zondere waarden van n ondertlellen. 

Eerfte f^oor beeld. (« > i),^ Wanneer »> i is, dan moet m 
negatief zijn, en de mfddelpontskracht alzoo afdootend werken* 
De kromme lijn BAC CFig. 12)» welke nu door de vergelijking* 
(11) wordt voorgelleld, heeft hare bolle zijde naar het middelpunt 
der krachcen gekeerd (1), en heeft twee oneindig voortloopende 
takken. Deze takken hebben afymptoten PD en P£, welke ieder 
in het by zonder met den voerdraal OA, die de loopbaan in A 
regthoekig doorfn^dt, eenen hoek vormen gelijk aan het ff^« deel 
van eenen regten hoek. De genoemde afymptoten zijn voorts op 

den affland * = — a verwijderd van de voerftraleti OD' en O E', 

welke tot de oneindig ver afgelegen punten der loopbaan behooren. 

Stelt men m=i^m'i dan wordt de algemeené nicdrukking voor 

de fnelhdd 

hieruit 

CO ^e bijzonderheid , dat de bolle zijde der loopbaan naar het 
middelpunt der krachten gekeerd is , is geheel eigenaardig bQ 
afilootende middelpuntskrachten, onverfchillig volgens welk» wet 
deze ook mogen werken. 

Wanneer dust b v.^ de afitootende middelpui^tskracht vermindert 
in de omgekeerde reden van de tweede magtcn der affland en , dan 
doorloopt het ligchaam eene hyperbool, en wel dien tak van dezelve , 
wiens bolle zQde naar het brandpunt is gekeerd, ^vaarin de af ftootende 
kracht werkzaam is. 

Het ligchaam doorloopt almede eene hyperbool, wanneer de 
afftootende kraeht vermeerdert in de regtc reden van de affianden ; 
doch de afftootende kracht ia alsdan werkzaam in hcc middelpunt van 
deze hyperbool. ~ 
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hieruit ziet men, dat het ligchaam van B naar A voortgaande fteeds 

langzamer beweegt, en in A zijne tleinfte fnelbeid heeft verkregen* 

Tweede Foorbeeld» (»=:i). Voor ir=rr» wordt de vergelijkinjg 

00 

m:=a Sec. p o( % = k See. p. 

Het ligchaam doorloopt nu eene regte lijn AB (V\g. 13), welkie 
op den aflland O A =iè van den oorfprong is getrokken. 

Uit de onderftelling » = i , volgt , dat of ^ = o of m = o moet 
zijn. Is ^ = o en * eindig , dan is volgens (9) F=i 00 ; wordt 
dus een ligchaam met eene oneindig groote fnelbeid in de rigting 
A B voortgeworpen, dan zal hetzelve de regte Jijn ABdoorloopen, 
niettegenftaande er in O eene eindige middelpuntskracht op werkt. 
Is ^==0 en ife = oo , dan beWeegt het ligchaam in eene regte lijn, 
welke op eenen oneindig grooten aflland van het middelpunt van 
aantrekking is getrokken. Is 01=0, dan is ook de niiddelpuntskrachc 
nul, en het Is klaar, dat alsdan het ligchaam, met zijne aanvankelijke 
fnelheki, ib eene regte ÜJn moet voortbewegen. 

Derde Foorbeeld. (11 = ^), Voor«=J wordt de vergelüking 

00 

%:=.aSec.\p of «= J^è ^tfc.|f. - 
Het ligchaam doorloopt nu eene kromme lijn ABC, welke in 
Fig. 14 is voofgefteld. De loodlijnen O D en O E, welke oit den 
oorfprong op de afymptoten der oneindige takken zijn getrokkep ^ 
zijn elk gel^k aan tweemaal den kleinden voerüraal O B. 

Vierde Voorbeeld. («=|}. Voor jf=| wordt de vergelijking (11) 
9=zaSec.ip of 9z=i\k,Sec.^p. 

Het ligchaam doorloopt nu eene kromme lijti ABCD, welke 
in Fig. 15 is voorgefteld. De loodl^n 0£, welke uit den oorfprong 
op de gemeenfchappelijke afymptote der oneindig voortloopende 
takken BA en B £> is getrokken, \% gel^k ^n driemaal den 
kleinften voerflraal OC. 

Vijfde Voorbeeld. {n=%. Voor n^=\ wordtdevergeHJking(ii) 
:g^=iaSec.\p of z'=='\kSec.\p. 

Hec 
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Hec llgchauD doorloopt im eene kromme lijn ABCD, welke 
in Fig. i6 is afgebeeld. De loodiynea O E eii OF, nic deo 
oorfprong op de /sTympcoten der oneindige ukken B A ëa B D 
sedergelacen 9 t^n elk geiyk mn viermaal den kleiofcen voerftraal 
OC. 

Het is verder ligtelijk in ce zien, dat, voor zeer kleinq waarden 
van «9 hec bewegende ligchastm verfcbeidene fpiraalvormtge omgangen 
om bec middelpunt van aantrekking moet doorloopen , voordat de 
rigcing der beweging loodregt op den voerfcraal komt te ftaaa. 
Voor eene oneindig kleine waarde van n wordt dit aantal omgangep 
oneindig groot. 



11^® GETAL. 



I — 2 «r^* negatief, en B poptief. 
Stelt men i — au» ƒ * = — <»*, -ffr=— en nkzzzê^ dan vindt 
men nit (4} voor de polaire vergelijking der loopbaan 

^ + -= Tn ^'f^"^' fW<)+^ • • ' • ^"^ 
of hieruit -m oplosfende 

a_£[ 

•— tf *(»+«)«« -ii(r4-a) ' 03) 

Voor de fnelheid in eenig pnnt van de baan, heeft men nu 
volgens is) 

''=*'»" l-^ + FöirP}}' 04) 

en voor de tangens van den hoek , dien de voerdraal in eenig pnnt 
van de baan met de raaklijn maakt, volgens (6) 

^^'*~l/(a> + ^*)~ n' e «*(» + «) +1 •^'5^' 

Uit de laatfce formule volgt, dat de rigtiog der beweging nooit 
loodregt op den voerfcraal kan fcaan« 

Wanneer 
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Wtnneer bet ligchaam deo oorfprong nadert, befchrijfc het een 
oneindig aantal fpiraalvonnige omgangen om het middelpunt van 
aantrekking; want om s=o te maken, 2al men volgens (13) ^=00 
moeten nemen. 

Verwijdert het ligchaam zich van den oorfprodg» dan wordt, 

blijkens (15), de hoek tosfchen de rigtlng der beweging en den 

voerftnud fieedi kleiner. Op eenen oneindig grooten aftland gefchiedt 

I 2 iM 

de beweging, met eene eenparige fnelheid F= -^ 1/ — - — ^ , in 

de rigting. van den voerdraal, dat is, volgens de afymptote; z^nde 
k de lengte der loodl\)n, welke uit den oorfprong op de afymptote 
wordt getrokken. 

De (landvastige «, die in de vergelijking (12^ voorkomt, wordt 
door de keuze van den oorfprong der hoeken bepaald. Doet men 
die keuze zoodanig, dat « = o is, dan is de vergelijking der 
loopbaan 

^= ,n^^.-«r > 0«) 

of na ontwikkeling 



nT^r— ï5^5 : i • • • (17) 



^^i.fl.3 1.3.3.-^.5 ^ 
alsnu loopt de afymptote evenwijdig met dea oorfprong der hoeken, 
omdat voor ^ = 0, z = od wondt» 



I1I^« GETAL. 



1 — s mf^ negatief en B negatief. 
Stelt men 1— aiw/*= — «*, B=, — jï ^ 1»* = ^, dan 
vindt men uit ^4^ voor de polaire vergeiyking der loopbaan 

of 
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of z bieruic oplosfecxle 

^ a 

\ ^ — e "(» + «) + ^-«(f + «)' ^^^^ 

terwijl men alsna volgens (5) en (6) heefc 

P^z=y2m{^ — -—1— _ï rao) 

Uit de la&tile formnle blijkt, dat a de lengte van den voerftnal 
is, welke getrokken worde naar het punc, alwaar dezelve loodregt 
op de raaklijn fcaat ; en dac deze voerfvraal tevens de lan^fte is , 
welke naar eenig punc van de loopbaan kan getrokken worden. De 
loopbaan hecfc dus in dit geval geene oneindig voortloopende takken 
of aTymptoten, maar maakt weder een oneindig aantal fpiraalvormige 
omgangen om'den oorfprong, omdat, volgens (19), ^^00 moet 
genomen 'worden, indien men begeert dat z = o wordt. 

Wanneer in deze loppbaan, die in Fig. 17 is afgebeeld, het 
ligchaam zich van den oorfprong verwijdert, wordt, blijkens (ai)» 
de hoek , dien de rigting der beweging met den voerfcraal maakt , 
fteeds grooter, tot dat in het punt B, op den affcand 0B=^ 
van den oorfprong gelegen, de rigting der beweging loodregt op 
den voerftraal OB ftaat. In dit punt heeft de fnelheid, blijkens 

(20) , hare kleinfte waarde /^= — 1/ -; verkregen ; deze 

fnelheid is dan te gering, om het ligchaam op dien afTtand van 
het middelpunt der aantrekkende kracht verwijderd te houden, en 
bet ligchaam begint daarom den oorfprong weder te naderen ; 
doorloopende eene baan, die gelijk en geiykvormig aan de dan 
reeds afgelegde is. 

Neemt men den langften voerftraal O B als oorfprong der hoeken 
aan, dan is «=>o, en dus wordt dan de vergeiyking der baan 



z = 



of na ontwikkeling 



C") 



z = 



«*•* 



« «»« . . • • • C«3) 



^^^T-A""' 



1.9 z.fi.3.4 



IVde 
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iy^« GKYAL. 

I — 2 mp^ negatiefs en i? = o. 
Stelt men i — a«r/*= — n* en J? = o, dan vindt* men nit 
(4) voor de polaire vergelijking der loopbaan 

♦ -}-•= --Nep. Log. 2, 

of z = tf"(»+«) ; (24) 

terwijl men volgens Qs) en (6) heeft 

^= — Vaw> •• • • • • (25) 

en TMg.^^sz — (26) 

Het Ifgchaam beweegt zich dus nu in de bekende logarithmlfehe 
Qriraal ABC (Fig. 18). Deszelfs fmelkeid is omgekeerd 
êrenredig aan den voerftraal^ zoo dat zf/ dan ook op eenen 
oneindig grooten afjiand van den oorfprong nul is. Indien 
P D.de laaU^n en O P de voerftraal van eenig punt P der baan 
zijn, is, volgens (a6), Cot. O P D=rii; in elk punt van de baan 
maakt dos de rigting der beweging met den voerftraal , eenen even 
grooten hoek. 

Dewijl « = z ' G is , heeft men volgens (25) ook nog F:rz\/Q, z G. 
Indien dus in eenig punt A (Fig. 21), op eenen affiand O A = z^ 
van het middelpunt O der aantrekkende kracht , de verfnelling G* 
dier kracht bekend is^ en men dan het ligchaam eene logaricbmifche 
fpiraal wil doen doorloopen, zal men hetzelve uit A moeten 
voortwerpen met eenc foelheid F\ welke jpiddenevenredig tusfchen 
j2 z' en G' is. Denzelfden hoek., dien de rigting der beweging 
aanvankeiyk in het punt A met den voerftraal O A maakt , zal zU 
dan ook in elk volgend punt i^et den voerftraal blijven maken» 

De waarde vaii n wordt wea^ geheel bepaald door de keuze van 
den oorfprong der hoeken. Neemt men de zoo evengenoemde 
OA = z' (Fig, 21) tot oorfprong der hoeken aan, dan is « = 

— Nep. Log. z', waardoor de vergeiykingder loopbaan wordt 

1 z 

^= — 'Nep. Log, — of ^^= 2^ e n^. Kiest men echter den 
n . z' 

oor- 
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oorfprong der hoeken zoodanig, dat # = o ia, dan worde de 
vergeliijking der loopbaan z = ««9y of zoo men e^z=é fcelc 

z^è 9 (27) 

Aanmeruro. Hec is klaar» dac men, in de vergelijkingen (13} 
en (19) ^:z=o of ik = 00 nemende, door eene gefchikte herleiding 
COC de vergelijking (34) moet kunnen geraken, mies daarbij flechcs 
eene overeenfcemmende bepaling der verfchiliende door «voorgefcelde 
fiandvasdgen plaacs hebbe. Neemt men, b. v. in (ip)» * = 

Nep. Log* 2 k of tf'~*« = ftik, cevens a :;s m k 

n 

Aibfticnerende, dan verandert die vergelijking in 

2nk n m 



en ftelc men hierin ^ = 0, dan komt 'er 

welke vergelijking men ook verkriQgt, door in (ft4)«= «- NepJLog.n 

te nemen. 
Op nagenoeg dezelfde w^ze kan (24) uit ^3) afgeleid wórden. 



V**® GETAL. 

I — 3 mp^ = o , en i? = o. 
Dit geval is Oechcs een bijzonder geval van het voorgaande, en 
kan daaruit afgeldd worden door i»=o te nemen. Alsnu wordt 
Tolgena (aS) Tang.^z=:w en ^ =90% zoodat nu de ftandvasdge 
hoek, dien de rigting der beweging met den voerftraal maakt, een 
regte hoek is, en b^gevolg de loopbaan een cirkel moet wezen. 

Stelt men dan ook in de vergelijking (34) «= — Nef.Log. r 

of ^*«=r^ waardoor zij den vorm «=#•«•♦ verkr^gt, zoo 
gaat die vergelijking voor 11 = in z = r over. 

Voor de fnelheid , waarmede de beweging in dien cirkel gefchied, 
heeft men volgens Q%s) 
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F^yVzm, ...... Ca8) 

en ^ den omloopsc^d door T voorflellende , is 

'^= —=7^ ..... c»9) 

fTsMMsr dms, éff ie onder Pelde wet ran somt rekking» 
twee ügchamen sich, op verfchillende afftanden ré$n kêt 
middelpunt van aantrekking^ in cirkelvormige banen bewegen^ 
z^m de fiielheden omgekeerd evenredig aan die afftanden ; en 
fiaan de owUoopst§den tot eikander als de vierkanten dier 
afpanden* 



VF« 6 E TIL. 

i-^amp^szof ea B pofitief 
Stelt men in (4), t—2mp^=o en 5 = — , d^in vindt 

ooen door intentie 

z(f+*) = il; C30) 

terwiUI men volgens (5) en (6) heeft 

r=:^al»^-Ip+ ^] (3O 

en Tang.^:=ZY • • (30 

Uit de vergelijking (so) volgt, dat het ligchaam uu beweegt io 
de bd^ende hn^erbolifche fpiraal ABC (Fig- I9> 

Indien OP de voerfinud en P E de raakl\|n van een willekeurig 
pont P dezer kromme l^n Is» en dan nlt den oorfprong O, op 
dien voerftraal eene loodlIUn O E gefceld wordt, de raakl^n In E 
ontmoetende, is O E = O P X Tang. O P E = z Tang. 4, en dn* 
blQkens (3a) O £ = ii. Trekt men verder uit den oorfprong eene 
loodign O F op de raaklijn, en ftelt men O F =/, dan is volgens 
eene bekende eigenfchap van den regthoekigen driehoek O P E , 

^ = -^ + ^ . Hierdoor wordt volgens (31) 

rz=z y |/aw. 

De 
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De fnelhêid in elk punt P is dus gel^k aam ie fmelhsid in 
den dr kei, die tot ftraal heeft de lood^jn , welke uit den 
oorjprong op de raaklfjn van het pnnt P ipordt getrokken. 

Wanneer het bewegende ligchaam zich van het middelpunt van 
aantrekking verwQderc, maakt in elk volgend pnnt de rigting der 
beweging met den voerftraal eenen kleineren hoek, terwijl ook de 
fnelfaeid afneemt. Op eenen oneindig grooten afftand beweegt het 

ligchaam , met de eenparige fnelhêid f^:= — 1/ 2 mi , in de rigting 

van den voerftraal, dat is, volgens de afymptote; zijnde k de 
lengte der loodlijn , welke nit den oorfprong op de af3fmptote wordt 
getrokken. 

Kiest men den oorfprong der hoeken zoodanig, dat «=:ois, 
dan is de vergeiyking der loopbaan 

z^ = ifc«. • • (33} 

als wanneer de afymptote evenwijdig met den oorfprong der 
hoeken is. 

Aanmerking. Het is klaar, dat men nit de polaire vergelijkingen, 
welke in bet eerfce en tweede geval gevonden zijn, door daarin 
i9=:o ce nemen, toe de polaire vergelijking van het nn befchopwde 
zesde geval moet kunnen geraken^ mits daarbij eene overeenftemmende 
bepaling der ftandvastigen d plaats hebbe. En dat men desgelijks 
nit de vergelyking (30)^, door J? = o of ^ = 00 te nemen, tot 
de vergelijking van den in het vijfde geval gevonden' cirkel moet 
kunnen komen. 

Stelt men alzoo in de vergelijking (8) «« = — y», en 
fubftitueert jaen teyens az:iink^ dan wordt die vergelijking 

nk 
Stn.np 

en neemt men nu nz=zo\ waardoor Sin. npii^np wordt, dan 
komt er 

2=— of zpz=.k. 
9 

Subftitueert men in de vergelijking (17) a=.nk^ deelt men 
vervolgens teller en noemer van haar tweede lid door n, en ftelt 
men daarna 19 = 0, zoo komt er almede 
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ZZ=2 — of 2^ = *; 
P 

zoodflt im de vergemking (33) uit elke der vergelijkingen (8) en 
C17} Is afgeleid geworden. 

Neemt men eibdeiyk in (30) « = — , dan worde die ver- 
geiyking . 

waaruit volgt 




en flelc men nu hierin kz=za^^ dan komt er z = r^ even als in 
het vijfde geval gevonden is. 



Vilde GETAL. 



I — a»^*=: — 00, i? = — oo^doCh etmJig^ 

Voor die geval zal men» in de fonnulen van hec derde geval» 
flechts 19= a> en ife=o behoeven ee (lellen » als wanneer miz=za 

de vierkantswonel uit de eindige waarde van Is. 

Stelt men in de vergeiyking (18^ is = «> » dan vindt men» vpor 
alle mogeli|]ke waarden van z» 

p + «=o of p =— •; .... (34) 
hebeen de polaire vergeiyking is van eene regie lyn, welke, me, 
den oorfprong getrokken, met den oorfprong der hoeken eenen 
hdek m maakt. Maar in de vergdiJUng (18) ^an z geene poflèfevé 
of negatieve waarde grooter dan a hebben, zonder toe onbelhian- 
bare vormen aanleiding te geven. Derhalve is in die geval de 

II»DftK&, I^Stük. e loop- 
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loopbttn eeoe legte IJJn O A (Fig. 20), welke door den oorQiroiig 
O gut , en zich aan weèrszUden van dien oorfprong flechts toe op 
eeoen afBand O A = « nitbreidL 

Voor eene oneindig grooce waarde van « ii t -fi»* =«^^ derbalve 
geven de formnlen (ao) en (21), door 11=: od, k'=.o ed mk^=u§ 
te nemen, 

en Tang. ^=0 . CsO 

Deze vergelQldngen bevestigen, dat de loopbaan eene re^ l^o 
ISt wellte zicli aan weerszijden van den oorfprong ter lengte s 
uitbreidt. Want daar ^ flandvastig niH is , la de beweging altQd 
volgena den voerftraal gerigt; terwijl voor 2* y a^ de fnelheid 
onbeOaanbaar wordt. Wanneer het llgchaam zich van het middels 
pnnt O der aantrekkende kracht verwijdert, zal blijkens de formule 
(35) deszelfs fnelheid afnemen, tot dat die fnelheid, op den 
aflland O A = tf , nul wordt. Is verder O B = z , dan blijkt uit 
de formule (35) almede , door tevens op de vroeger gevondene 
formule (^8) acht te geven, dat het vierkant der fnelheid in het 
punt B geiyk is aan het vierkant der fnelheid in den cirkel, die 
OB tot ftraal heeft, vermindevt met hft vierkant van de fnelheid 
In den cirkel , die O A tot draai heeft. 

Begint het ligchaam in het punt A, door de werking der onder* 
ftélde mklddpumskracht , vrij«iyk te vallen ^ dan zal door de 
vergeiyking (35), in elk pnnt, de fnelheid der dalende beweging 
worden aangegeven. Daar nu de tyd van den val in bet alge-* 
meen is 

T- f^ 

2100 viOEft men hieruit ligteUUk 

^^ V^m ' 

óf, de ibelheid in den cirkel, die a tot ftraal heeft, door c 

voorfteUende, als wanneer volgena (a8> ^sp -*-^ ki 

a 

c 

Door 
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Door bierin s = ö te nemen, vindt men, voor den d|)d vis 
den vrUeo val door den tflUnd O A == ^9 9 

c 



TIII«*« 6BTAL. 

1 — ft'«»/*=r — 00, J?= + oo \ docb "^ p ^j<iife> 

Voor ^t geval zal men^ in de formelen van het tweede geval, 
« = 00 en ^=0 moeten (lellen, als wanneer akziza eindig zal 
wezen. De vergelijkingen (12), (14) en C15) g<um hierdoor 
over is: 

^ + «=0 of ^=— •, . • . . (37) 

^=|/a«{^+ ij} (38) 

en r^fff,'^ = oi (39) 

ksnneode alsna z van o af tot In het oneindige aangroeien. 

Het ligchaam doorloopt dus wederom eene regce lijn GA (Fig. ao), 
welke door den oorfprong O is getrokken, maar nu tot in het 
oneindige voortloopt» 

Is wederom O A = i9 en OB=:z« dan is bet vierkant der 
fhelheld In het punt B gelijk aan het vierkant der fnelbeid in den 
cirkel, die O B tot ftraal heeft, vermeerderd met het vierkant der 
fnelheld in den cirkel, die OA tot flraal heeft. 

Wanneer het ligchaam zich van den oorfprong verw^dert, neemt 
deszelfs fnelheld wederom af, tot dat, op een* oneindigen afftand, 
de fnelbeid (landvastlg wordt, en alsdan gelijk is aan de fnelheld 
10 den cirkel, die a tot flraal heeft. 



Het Is, na het verhandelde, niet moeiJel\}k den vorm der 
loopbaan te bepalen, wanneer bekend zijn: de hoegrootheid der 

middeU 
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mkldelpnntsknchty benevens de faelheld en de rigting der aanvan- 
kelijke beweging van bet iigcbaam, op eenen gegevenen aflland 
van bet middelpunt van aantrekking. 

Zy O (Fig. 2i) ^^ middelpunt van aantrekking; laat bet ligcbaam 
zich in A, op den aflland O A=r van dat middelpunt, bevinden, 
en aldaar eene fhelbeid v hebben in eene rigcing, welke met OA 
eenen hoek /B maakt. Laat verder als bekend worden aangenomen , 
dat een ligchaam door de middelpnntskracht, op den aflland OA=r, 
in eenen cirkel rondgevoerd wordende, eene fbelheid e hebbe; 
dat is met andere wodirden, indien» het ligchaam zich in A bevin- 
dende, de verfnelling der middelpuntskracht C is, (lelie men 
|/srG = f. Alsdan hebben wij, ter bepaling der ftandvastige 
grootheden: 



P = 



B = 



vrSin.fi ' 



v^ r^ Sif$.^ fi.~ -- k** 

terwül, zoo als wij reeds meermalen hebben opgemerkt ^^ bepaald 
wordt door de keuze van den oorfproug der hoeken. 

De rigting der aanvankelijke beweging van het ligchaam ftrekt 
zich uit in de rigting van den voerftraal O A , of maakt met dien 
voerftraal eenen regten , fcherpen of (lompen hoek.* Wij zullen 
elk dezer gevallen afzonderlijk befchouwen, ten einde op eene 
beknopte wijze te kunnen aantoonen, hoe de vorm der loopbaan 

van de aanvankelijke fnelheid afhangt, 
i- 

De rigting der aanvankelijke beweging in de rigting 
van den voerftraaL 

De beweging gefchledt nu in de regte lijn O A. Hierbij kunnen 
drie gevallen plaats hebben. 

Ten eerfte^ v ^c. In dit geval wordt de grootfte afTcand, op 

welken het ligchaam zich van het middelpunt van aantrekking 

r e 
verwijdert, door — — — uitgedrukt. 

Ten 
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7)mi tweeiê, r:=ze. In die geval gaat het ligchaam cot óp 
eenen ooeindigen afftaod van den oorfprong, en is aldaar deszelfs 
fnelbeid nnl. 

Tem derde» v^e. Ook in dit geval gaat bet ligcbaam tot fai 
het oneindige voort, maar zal het op eenen oneindlgen afKand de 
fnelbeid v" C^* — 1?») verkrögen. 

De rigting der aanvankelgke èewegfmg loedregt 
op den voerftraaL 

Ook bier beeft men drie gevallen te onderfcheiden. 

Tem eerfte, vz=zc. In dit geval beweegt bet ligcbaam in een* 
cirkel; en behoudt daarbU ftandvastig de oorfpronkelijke fnelheid. 

Tem tweede »v^c. In dit geval wordt de loopbaan door de 
vergelijking (11) voorgefteld; z^nde OA'de oorfprong der boe- 
ken» en a^i^r. 

Tem derde» v^c. In dit geval wordt de loopbaan door de 
vergelQklng (aa) voorgefceld ; z^nde wederom O A de oorfprong 
der hoeken, en ii=r. 

De rigting der aanvankelijke beweging maakt met den 
voerftraal eenen fcherpen offtompen koek. 

Hier heeft men vijf gevallen te onderfcheiden. 

Tem eerfte, v =^. De loopbaan wordt nu door de vergelijking 
(34) voorgefceld. Neemt men O A.=pr tot oorfprong der hoeken 
aan, dan moet in die vergeiyking, voor.^ = o, z = r worden; 
waardoor zij wordt zz:zre^^* 

Ten tweede , v Sin, /l = ^. De loopbaan wordt nu voorgefteld 
door de vergeiyking (30). .Daarin is dan kizirTang.fk^ en zoo 
men OA tot oorfprong der hoeken neemt «=7'ii«g./l, waardoor 
de vergelijking is s (^ + Tang. ^) = r Tang, fi. 

Ten derde , v Sin. fiy c* De loopbaan wordt nu door de 

rVCv^Sin.^ê^e^) 
vergelijking (8) voorgefteld. Zijnde a = — ^— r^j — \^ ,« = 
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der hoeken neemt, «= — J?^^^ A^ — == 



Tot dit geval behooren ook de meer bijzondere gevallen yz=oo 
en ^=o; de loopbaan Is In deze beide gevallen eene regte UJn. 

Ten vierde » v Sin. fi^c ea rye. De loopbaan wordt alina 
door de vergellfklng (is) of (13) voorgefteld. In die vergelijking 
.. . ry^Cc'-v'Sin^fi:) \/ (je^-v^ Sin,* fi) 

'• *"° ^- — vcv'-c*:> — • ''- — VshTê — • 

en , waaneer men O A = r tot oorlprong der hoeken tanneemc , 

^ ^'f' ^^' r Cos.fi + VC^-v* Si»,* fi}' 

Te» v^fde , f <«. De loopbaan wordt in dit laatfte gevtl 
voorgefteld door de vergeiyking (i8) of (19). Daarin ii dan 

wanneo* men OA = r tot oorfprong der hoeken neemt, «:= 

a n "'f'*^^' a\ i/(*» — r«) ~ a*^ («»—>» Sin.*fi-) 
», r V(.e* — 9* Sin.* fi') -vCos.fi 

Tot dit laacfce geval behoort ook het meer bijzondere f^ = o | 
de beweging gerchledt dan volgens de regte lj|In A O. , 
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OTim 



DE mmM VAN EENEN TOL 01 ZIJNE PÜNT, 

DE WETTEN, VOLGENS WELKE EEN DRAAUENDE RDI6, 

DOOR EEBEN GROOTEREN GONCENTRIEKEN VASTEN 

RING AANGETROKKEN WORDENDE, ZICH OM 

ZUN MIDDELPUNT BEWEEGT. 



BOOk 



JP. J^ STjÊMMJinT, 
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Mn de emmU én u^Êtêntehqppelijko fPuUervêrgadmngen van 

hei afgeioopenê faargei^dêj wêtd, ter pérmUing mgner gpnêif» 

bêurê, de verkktnng gegeven pan de bewegingen van eenen tol 

om zijne punt^ gel^k dU in hei peralag dier Vergaderingen 

hreeder ie per meld. Zoo ale naiaurlijk ie, honden bif die ge» 

legenheid ecTUer alleen de gronden aangewezen worden, waarop 

de iheorie pan de bewegingen dee iole héruetenm De theorie 

zelve, hei peUedige bewijs 'der formulen, iê te uitgebreid en 

ook te ingewikkeld, om b^ eene mondelinge poordragt pan 

1 'A IJ uur peretaanbaar te worden. Ik bied dezelve dus mijnen 

geacJiten Medeleden thans onder 'eenen anderen porm aan, ale 

eene Bijdrage tot de JViS' en Natuurkundige Verhandelingen 

des Genootschaps. Tevens ie hierbij gevoegd de theorie der 

beweging pan eenen dnudjendèn ring om zijn middelpunt, 

wanneer die ring door eenen grooteren, hetzelfde middelpunt 

hebbende, maar peuten ring, tpordi aangetrokken. Deze laatste 

iheorie, waarvan in genoemde Vergadering slechts mei een enkel 

woord gewag is gemaakt, gseft de oplossing eener prijsvraag, 

door het Genootecho^ hei laatst uitgeschreven onder N^. 4 in 

hei jaar 1842, doch die onbeantwoord is gebleven. 

De 
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De betuigingen der cu pan eenen tol, hunnen ons door aan- 
eelioumng een denkbeeld geven van de beweging van de ae der 
aarde, die den teruggang der evennachts-punten ten gevolge 
heeft* Ever^soo stemt ook de beweging des kleinen ringe zeer 
na overeen met de etandsverandering van het vlak van den 
Equator in de ruimte , en zij is daarom door Li flaci — - Expo- 
sition da système da monde ^ Chap» XIII 7— aangevoerd, met 
liet doel, om den teruggang der evennaclüS'punUn te verklaren* 
Deze overeenkomst is gewis nog weinig bekend en toch zeer 
merkwaardig; het zij mij vergund, hierop vooral de aandachi te 
vestigen, omdat het een voorbeeld is van het verband tusschen 
groote en, sch^nbaar, kleine verschijnselen in de Natuur — iets 
dat niet genoeg kan opgemerkt worden* ^- 

Ik heb hier nog slechts dit bij te voegen, dat ik gemeend heb, 
het bewijs der vergelijkingen (2)| (jl) en (5), schoon ik het wel 
als bekend had mogen aannemen, echter hier te behouden, 
omdat doflrdoor ' het geheel meerder éénheid bekomt, zoodat 
lezers, die er niet mede bekend mogten zijn,, het niet elders 
behoeven na te zoeken. 

Amsterdam^ den lO^^a jung 1847. 

F. J. STAK&ART. 
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§1. 

Laac (Fig. i) Z' k de ^s van eenen tol voordellen, CBD 
eene doorfnede, regchoeklg aan die as, dan znllen wij, eenvon- 
digheidshalve, aannemen, dat de tol alleen bedaac uit deze as en 
bet vlak BCD. De as zullen wij zonder zwaarte onderltellen, 
en van bec vlak, dat de masfieve pnnten alleen aan den omtrek 
des cirkels PCD gelegen zijn, zoodac onze tol alleen bedaan 
zal Dit eene onboigbare wiskundige lijn als as^ met eenen daaraan 
verbonden massieven ring, zonder dikte of breedte. 

Onderlleilen wiJ voorts, dat de punt A zonder wr^ving op 
een horizontaal vlak rust, maar daarover niet [kan voortbewegen, 
zoodat A een vast punt zijn zal, waarom het llgchaam des tols 
in alle mogelijke rigtingen vr^elijk kan wentelen. Dan Is de vraag, 
die wij willen oplosfen, deze: 

Welke beweging zal de tol aannemen C^), indien hem om de as 
AZ' eene zeer fnelle draaijende beweging wordt gegeven, terwijl 
hij tevens aan de werking der zwaartekracht onderworpen blijft? 

Brengen wij door A een stelsel van coördinaten -asfen, zoo- 
danig, dat de as der z' vertikaal en de asfen der x en y hori- 
zontaal zijn, dan kunnen wij, op elk oogenblik, de fnelheid van 
eenlg punt P van den omtrek des cirkels CBD ontbonden ons 
voordellen in rigtingen evenw^dig aan die asfen. 

Zij de fnelheid van P, 
evenw^dlg aan de as AX • . . • S > 
evenwijdig aan de as A Y . . • • S^i 

evenwijdig aan de as AZ . . . . S") 

Wij 

(*> Om de gedachten beter te bepalen , wordt hier alleen een t^l 

genoemd, maar ligtelQk blijkt het, dat tot in { 5 dó formulea geheel 

algemeen doorgaan vbor elk llgchaam, dat zich om een vast punt 

beweegt. 
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Wy onderftelleo deze fnelheden pofirief, wanneer de beweging 
van hec pnnt zoodanig is» dat het zicb van den oorfprong A 
naar de drie rigclagen verwffdert. 

Dan zijn ongecwlffeld in een volgend oogenblik de fnelheden 
van het punt P geworden: 

evenwydig aan de as AX • . . • S +2^8 ^ 
evenwijdig aan de as AY • • • • S' + 2^S' > 
evenwUdig aan de as A Z .... S'H2fS'') 

Maar indien hec maslieve pnnt P niec aan den ring ware ver- 
bonden geweest, zoodat het geheel vrij in de ruimte zich had 
kunnen bewegen, dan zoude het, in het volgende oogenblik, 
niet deze fnelheden gehad hebben, maar wel de volgende, te 
weten t 

evenwijdig aan de as A X .... S 
evenwijdig aan de as AY . • • • S' 
evenwijdig aan de as A Z . . . . S" — g ^ t^ 

ZUnde g de dubbele ruimte, welke een vrU vallend ligchaam 
in de eerde feconde van deszelfs val doorloopt. 

Daar nu P, door den zamenbang der deelen, gedwongen is 
om van de vrije beweging af te wijken, zoo ontdaat hieruit eehe 
drukking, welke het punt P van het geheele ligchaam onder- 
vindt; en deze drukking zal evenredig z^n: 
in de rigting AX aan . (S + JfS) — S = JTS; 
in de rigting AY aan . (S' + JfSQ — S' = JfS'; 
in de rigting A Zaan . (S''+2fS'0-CS''— g'3fO = 3fS"+^2f^ 

Vermenigvuldigt men deze differentialen met de masfa m van 
het punt Pp dan vindt men voor de genoemde drukkingen zelve 
de volgende waarden, te weten: 

in de rigting A X . . . flijfS; 

in de rigting A Y . . . m}iS*i ; 

in de rigting AZ • . . m^S'^ + gm^t. 

Elk der punten P van den ring B C D geven aanleiding tot 
dezelfde redenering, en dus ook tot dezelfde formulen voor de 
drakkingen , die zij van het eene oogenblik tot hec andere onder- 
vinden van hec ligchaam, waaraan zij te zamen verbonden zQo. 
Men ziet dus, dat er onder de beweging dnikkingeu op atle 

pon- 
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pmteo, wnrui( hec ligchaam belfamc» moeten platci hebbeo; 

mee andere woorden, dat er In bet ligchaam krachten werkzaam 

sQn, die hetzelve zonden verbreken , indien de zamenhang der 

deelen dit niet belette. Het is echter klaar, dat al die druk* 

kingen geene beweging aan hec geheele ligchaam kunnen mede- 

deelen, daar anders in het V9lgende oogenblik de fnelheden van 

P niec meer S + ^S, S'+2^S', S'' + aS'' zonden zijn, hetgeen 

tegen de onderflelllng is. Die drukkingen dus, te zamen genomen 

over het geheele ligchaam, moeten onderling evettwigt maken. 

Wii) knnnen alzoo onderflellen , dat op al de punten P van den ring 

drie krachten, «sJfS, mZ^' ^ fn^S'^ -{- mg^tf werken, en 

de voorwaarden zoeken, waaraan die krachten voldoen moeten, 

om evenwigt te maken. 

De zes bekende algemeene voorwaarden van bet evenwigt 
tnsfchen eedge krachten, die op een ligchaam werken, herletden 
zich in ons geval, waarbij een vast pnnt A onderlleld is, tot 
Hechts éirh, te weten, dat de drie sommen der momenten ten 
opzigce der drie asfen A X , A Y en A Z elk' gelijk nml moeten zün. 

Het moment, dat alt de kracht 1 {n hec punt P werkende, ont- 

Haat, om den tol te doen draaien om de as AZs is nOt be^t ^Jt 

noemende: . 

xmdS' — 7«r2fS = dik. 

Waarvoor wi) fchrUven kunnen: 

jwjf (*S'— yS). 

Want, daar d^ fnelheid gel^k is aan den fifgelegden weg , gedeeld 

door den tijd, zoo is 

.en mitsdien 

ar(*S'— yS) = *JfS'— yJfS+S'2f«-Safr = *2fS'-y3fS. 

ZIJ nu (Fig. a) f de projectie van het punt P op het vlak der 

«jf, /' de projectie van datzelfde punt na een oogenblik ^Z, dan 

ig/f=s2fjren^^s:;: Üy. Trekken wQ df IQnen of voer. 

Pa. ftrar 
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üialen A/ en A/", dan ontftaac het driehoekje tipp* ^ waarvan bec 
bekend is, dat de oppervlakte uitgedrukt wordt door 

dos bekomen wij 

Jfi = a«Jf(0) ..... (I). 

Daar nn V.bet vlak oï perk is, door den voerflraal A^ ia eenen 
zekeren tijd doorioopen, en cf V de differentiaal van dit perk» zoo 
volgt, dat hei moment van de kracht, welke het punt P van het 
ééne oogenblik op het andere uitoefent, om den tol te doen 
draaijen om de as A Z , gelijk is aan de tweede differentiaal van het 
perk, befchreven door den voerftraal A/« gedeeld door de diffe* 
rentiaal van den clfd, en vermenigvuldigd mee tweemaal de masfa 
van het punt P« 

De fom dezer momenten van alle punten P gelijk nml moetende 
zijn, zoo verkrijgen wQ bierdoor 'de vergeiyking 



= ° • w 



Het differentiaal teeken S heeft hier betrekking tot de verande- 
ringen, die in den /jf^ voorvallen; bec sommatie, of integraal teeken 
S beeft betrekking tot de verfchillende punten P, F enz., die op 
den omtrek van den ring gelegen zijn; daarom is het döideiyk, 
dat deze teekens elkander niet te niet doen. 

Het moment, dat de kracht in P voortbrengt, om het ligchaam 
rondom de as AY te bewegen, is 

= «»(«3'S'' — zJfS) + mxg^f = JfK 
Wanneer weder r de projectie van het punt P op het vlak xz 
is (Fig. 3), r' de projectie van dat punt in een volgend oogen- 
blik; zoo wij ook weder de voerftralen Ar en Ar' trekken, en 
het driehoekje Arr' 2fV noemen, dan vinden wij, op dezelfde 
wijze als boven: 

Dat 



cj-) + «»*^3^ - . . • (3). 
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Dst is: bet momenc der kracht, welke het pont P, v«3 het eene 
oogenblik op het andere uitoefent , om den tol om de as A Y te 
draaijen, is gelijk aan de tweede differentiaal van het perk, be- 
fchrevcn door de projectie Ar van den voerftraal AP (Fig. 1) op 
bet vlak xz^ gedeeld door de differentiaal vanden tijd en ver^ 
menfgvuldigd met tweemalen de masfa van het punt P; vermeer^ 
derd nog met het product dezer zelfde masfa , de ordinaat » en de 
differentiaal der fnelheid van een vrQ vallend ligchtam. 

De fom dezer momenten ten opzigte der as A Y van alle punten 
P gelijk nu/ moetende zijn , zoo bekomen wij 

(^ V'\ 

oft wanneer wij opmerken, dat S m x^ — dat is, de fom der 
ma5fa*s mt, elk vermenigvuldigd met de ordinaat x,' — blijkbaar 
gelijk is aan de geheele masfa M des tols, vermenigvuldigd met de 
ordinaat X van hét zwaartepunt B : 

S»»Jf(|f) + éMX^2fr=:o . . . (4> 

Eindelijk, wanneer wij op dezelfde wijze fchrijven: 

zoodat V" het perk voorftdt , befchreven door de projectie van 
den voerfiraal AP op het vlak yz^ komt er 

2«ar(~) + iMY^ar/ = 0. . . (5), 

waarbij Y de coördinaat vad het zwaarte-middelpunt B is. 

Deze drie vergelijkingen (2) , (4) en (5) bevatten al de wetten 
van beweging van het ligcbaam des tols om het -punt A. 

S3. 

De vergelijking (3) kan, ten opzigte van den tijd, dat is, met 
betrekking tot het diffèrentiaalteeken ^, terflond geïntegreerd wor- 
den. Zii) A eene ftandvastige grootheid , dan bekomen wy 

» « ^7 = A (6). 

F 3 ' En, 
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Eo, Bogmadi incegierende» de integraal mee t^sio flanvaogendeyr 
Xjw V = A/ ...... C7> 

Hieruic volgt, dat, boedanig ook de beweging des tols zUn mag^ 
altijd de fom der perken, befchrevea door de projecciên der voer* 
finlen om bet punt A op bet borizontale vlak, elk vermenfg» 
vnldlgd met de masfa van bet punt, waartoe de voerftraal behoon, 
êpemreéig asn den tffd z^n zali of, anders gezegd, volgenv 
(6)t de fom van de differentiaal quotiënten der voornoemde perken 
ten opzigte van den tiijd, vermenigvuldigd met de masfli*s der 
punten P, zal altijd eene (landvastige grootheid (A) zijn« Men 
noemt deze fcelling: bet grondkeginfel van de fiandyastigheid 
der perken {Ie principe de la eonservation det aires). Het- 
zelve gaat door, welke gedaante, regelmatig of onregelmatig, het 
draaiende ligchaam mag bebben; want tot nu toe bebben wl| in 
onze redenering geene bepaalde gedaante van den tol vooronderfteld. 

Uit dit grondbeginfel volgt reeds, dat een draaiende tol on- 
mogelijk kan vallen, zonder dat de as zich voortdurend in een 
«nder vertikaal vlak plaatst. Want bet is ligt te zien, dat, indien 
de tol, om z^ne as wentelende, zoude onderfleld worden neder 
te fcorten, op dezelfde wijze als bijv, een ftok nedervalt, wanneer 
men dien op de punt zet en loslaat, zoodat de as onder bet 

vallen in hetzelfde verdkale vlak blijft, dat dan de fom Siar^ 

zoude moéten verminderen, hetgeen onmogelijk is. 

De beide vergelijkingen C4) en (5) kannen niet, «even als (s), 
terftond geïntegreerd worden $ men kan flechts fchrijven, A' en 
A" twee ftandvastige grootheden z^nde: 

Sw YT =A' — iMg ƒ XSf/) 

)fv" l * * ' ^^* 

Waaruit men ziet, dat de fom der perken, door de projectiên der 
voerftralen op een vertikaal vlak (dat- van «c of ƒ z) om bet punt 
A befchreven, vermenigvuldigd met de mas8a*s der punten P, 
niet evenredig aan den tijd is. ^ De vergelijkingen (8) voeren tot 
de beweging eens zamengeftelden flingers , wanneer men geene 

' wen- 
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wenteling om de as AZ' onderfieU» of ook» mnneer oieo de 
gebede mtsOi no deo col in die fis vereeolgd deokc. 

Wij kunnen aan de vergelijkingen (4) en (5) in het algemeen 
nog eene andere gedaante geven. Laac daartoe (Fig. 1} AK en 
BK' cwee lijnen 2Un» door A en B evenwijdig getrokken aan de 
l^n van doorfnit^ding der vlakken AXY en BC D. Zy de hoek 
K AX = 4^, en (lellen wij ons een vertikaal vlak voor, dat door 
de lyn AK gaat, het vlak ZAK. Dan merken wij vooreerst op, 
dat, indien de projectiên der perken door de voerdralen befcbre* 
ven, — hetgeen hetzelfde Is, .als de perken door de projectiên 
der voerdralen befcbreven, — op de vlakken ZAK en ZAZ' be- 
kend zQn, men ligtelijk die op de vlakken ZAX en ZAY bekome. 
Z|] t om dft aan te wi)zen, A' Z K (Fig, 4) een spherische driehoek» 
mee de drie zijden elk van po^ Laae V een gedeelte van zeker 
vlak AC DE zijn, gaande door het middelpunt A des bols; C en 
£ de hoeken, die dit vlak met de vlakken ZA' en ZK maakt, 
en D =; ZDC de hoek, die datzelfde vlak met het vlak ZAX 
maakt, en zij 

V, de projectie van het perk V op bet vlak Z A' , 
Va » » V » ZK, 

V. » II V » ZX; 

dan is, de hoeken C, D en £ fcberp Hellende, 

V, = V Cos. C, Va = V Cos. £, V, ^ V Cos. J). . 
Maar wy hebben nit de fpherifche driehoeksmeting, als de hoek 
KZX = f en A'ZX = 9^ — ^ is, 

Cos. D = — Cos. C Sf»,f + Coi, E Cos. 4^; 
dna ook V, = — V, Sh. ^ + V, Qfs,/^. 

Om de projectie op het vlak Z A Y te vinden , behoeven wQ 
flechts ^ In -o 90 -f 4" ^6 veranderen. 

Zy das M2fQ de fom der projecten van de perkjes do^ de 
vgerOralen, in het pogenbllk 2f^, befchreven op het vlak Z A', 
eo M^Q' die fom op het vlak . . . • ZK , 

elke projectie vermenigvuldigd met de masik m , dan is 

F 4 xm3W' 
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Zü toog X* + Y* = ü% 

daa is , in overeendemming met Fig. 1 9 

X = VSin.4^ en Y = — üQ?x.i(J. 
Dus worden de vergelijkingen (4) en (5) na 

Wanneer men de difFerentiatién, in de eerfte leden dezer verge- 
lijkingen aangewezen, werkelijk verrigc; daarna de eerde vergelijking 
met Cos. lp en de tweede met Sin, '^ vermenigvuldigt, en de 
producten te zamen voegt; vervolgens de eerfte vergelijking met 
Sin» 4^ en de tweede met Cos. 4* vermenigvuldigt, en het eerfte 
product van het tweede aftrekt, zoo vindt men gemakkelijk: 

en , S'Q+SQ'S^ = iiU^t'] ' ' ' ^ ^' 

De waarde van ^t^ uit de eerde dezer vergelijkingen in de 
tweede (lellende, komt nog: 

Wij hebben alzoo thans ter bepaling van de beweging des tols 
om het punt A, of in het algemeen van de beweging van een 
ligchaam om een vast punt, de drie volgende vergelijkingen, 
waarbij voor de flandvastige grootheid A^ MA gefchreven is» en 
X/wJfV=:M^Q°is aangenomen : 

^ =A, 

?/» 3t 'Ut -°' 
Q^ fom van de producten, ontflaande Wanneer men de horizon- 
tale projectiên der perken, door de voerftralen van de punten 
P befchreven, vermenigvuldigt met <le betrekkelijke digthedeo 
dier punten, 

Q 
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Q f om der producten, op dezelfde wijze gevormd, indien men 
de projeccién der perken op een vertikaal vlak neemt, dat door 
bet vaste puqt A en het zwaartepnnt des ligchiiams gaat. 

Q' fom der producten ' van de projectiên der perken en digt* 
heden, zoo töt vlak van projectie een tweede vertikale vlak ge» 
Domen wordt, regthoekig aan het eerde. 

U affcand van de projectie van het zwaartepunt op het horizon- 
tale vlak tot het vaste pnnt. 

—- snelheid van wenteling van de beide genoemde vertikale 
ö ^ 

vlakken» om de vertikale lijn gaande door het vastepnnt A. 

Om nader de beweging des tols te leeren kennen, moeten wy no de 

waarden der grootheden -~^ , -^ en -^ , in functie van de 

fbelheid van wenteling om de as AZ» en van de fnelheden van de 
verplaatfingen dier as in twee rigtingen, bepalen. Deze laatfte 
lïgtingen kunnen het gevoegelijkst zijn: eene vertikale en eene 
horizontale of liever azimuthale. 

Laat door het zwaartepunt B (Fig. i) des tols twee asfen, 
BX' en BY', regthoekig op elkander en op de as AZ^ 
getrokken zijn; welke asfen wij onveranderiyk in het ligchaam 
ztUe van den tol onderllellen, en dus beweegiyk in de ruimte. 
De plaats van het punt P wordt dan door twee verfchillende 
ftelsels van coördinaten aangewezen, als: 
!•• door de reeds gebezigde coördinaten «, jr^ 2 in de ruimte. 
2«. door de coördioaten x\ y*^ %' ïa het lig- 
chaam van den tol* 
Deo oorfprong van het tweede ftelsel kiezen wij mede in A. 
^ Zij verder: De overhelling van de as des tolt, Z A Z' = /l» 
AK en B K', evenwijdig aan de doorfnyding der vlakken »y en 
«' y' 9 dat is aan de Iffn der knoopem, 
X A K = 4^, 
X'BK'=r^, 
X' B P = A. 

F 5 Voorts 
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Voorts AB=rtf9 BPssreo LBAPs=«teode ordl* 
ntteu van het pont B, als voren X, Y» Z» in de nilmce. Dan 
is bet ^ mee behnip der (]pberifcbe drieboeksmeting ligt in ce zieD, 
dac meo heeft: 

Cot.iTz = Coi.^^ 

Coi.i^Z = + Sin.fi Sim.p9 
Coi.iTy = + Cos.fi Co's.40 Sim.^ 
Cos. XOC = — Cos. fi Sin. ^ Sim. 
Cos.TZ s= + Sin.fi Cos P, 
Cos.Yy = + Cos.fi Cos 4^ C0S.9 — Sin.4^ Sin.i 
Cos. Y' X = — Cos. fi Sin. ^ Cos. p — Cos.^ Sin. p. 
BUgevoIg is X:=z + a Sin.fi Sin. 4^^ 
Y =z — a Sin.fi Cos.^^f 
Zsz + a Cos.fi. 
M :sz x' {-^Cos.fi Sin.4^ Sin.p + Cos*^ Cos.p)^ 
-I- y (r^Cos.fi Sin.^ Cos.p — Cos.^ Sinp^^ 
+ ^ C+ Sln.fi Sin.i^). 
y = x" C+ Cos. fi Cos.^ Sin.p + Sin.^ Cos.p)^ 
+ / (+ Cos.fi Cos.^ Cos.p -^Sin.^ Sin.p)^ 
+ z' (r- Sin.fi Cos ^). 
« = *' CSin.fi Sin.p) + / (Sin.fi Cos.p) + t^ Cos. fii 
of» wanneer men x^zzzrCos.^f/s^rSin.^f t'szza neemt: 
nzsirCr-Cos.fi Sin.^ •r/if.(A+^) + Cos.^ Cos.iJk^P)) 

+ a ^i^^fi Sin.^^ 
ƒ = ^(+ Cos.fi Cos.^ Sin.{x+p) + Sin.^ Cos.[x^p)) 

— a Sin.fi Cos.^^ 
zz=zrCSin.fiSin.(x+p)) + a Cos.fi. 
Door differentiëring vindc men nit deze laatCte nitdnikkingeny 
wanneer fi^ ^ en p veranderen, de waarden vzn^x» ^y^ ^z, 
en vervolgens èC*3fy — y2f*)» i(*2f« — «^*) ^n iO*^ 
— z^y)^ of 3fV, ifV' en JfV". Daar evenwel het bedrag der 
projectiSn» behalve op het horizontale vlak» op de vlakken ZkH 
en Z A' K' gezocht woidt» zoo kan men aannemen» dat de Ujn AZ 
met A K oveieenftemt» en dns Cmet bet doel om 2fQ en 2f Q' ^ 

vin» 
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^vtoden^ na é$ üfermtfèring \m x»y, z, ^'Softelleo (*). 
l-ttt «o# fo en Eo de waarden vaa s» y» «, zUn» als AXmec 
A K voor een oogenblik overeenfïemc, dan is 

arjro= + r Ci;j. /l C(^#. CA+ f) af f + r Cw. (A + ^) af^ 
— (r J/«. /l J/is, (A+rt + ^ Cé?/.« Jf/», 

af f is HO de verandering van den fiand der as AZ' in een 

vertUottl vlak. 
af^ de verandering van dien fcand in eene liorizontale rigcing» 

of liever de verandering der as in Azimnth. 

af* 

— is f wanneer ^ Tcandvascig onderfteld worde» de Tnelheid van 
ó * 

wenteling des tols. 

Neemt men nn in aanmerking » dat voor de masfa m van een 
pont P gefchreveti kan worden M» (+): vermenigvnldlgt 

men 
C*9 Vóór ket differentieren kan niet ipso genomen worden, 
want op die wQze zonde de hoek ^ gekeel verdwenen , en daarmede 
sonde ungenomen zQn, dat de l^n AK eene ftandyastige rigting 
behield, hetgeen geheel onjnist zonde z1]n. Thans evenwel lokent 
men, alsof toeyallig ^ oneindig klein was; alsof men de as AX 
Jnist 100 In de rigting AK gefteld had. 

Ct) Ingeval men zich niet beperkt tot de onderitelllng van eenen 
cnkelTondigen masfieven cirkel-omtrek als ring, maar in het algemeen 
•ea gel4kflachtig ligchaam aanneemt, dan wordt 

Ie dit ligchaam, moq als de tol, een omwentellngs-ligchum,danis 

Bepaalt men zkh alleen tot eenen platten ring, ter dikte Tan ta, 
dan komt 

m rir IfX raTr il 

M * Jrï7 ^ 7Z " JCK.*-0 * ö«r * 
«Sade r ea R de kleiafte tn groetfie ftralen van dien ring. 
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men dns de waarden der uitdrukkingen | (xo ^ ƒ o — ^o ^«o^ > 

i (*o 2f «o — «o %*^ en I CroJfzo — «o ^yo) met — , en neemt 

dan van elk derzelve At fom voor alle punten P, dat heet: 
neemt men de integralen ten opzigte van A, 'van o tot sw, dan 
komt ten laatfie: 

Jf Q» = J r» G»/. /ï . Jf ^ + i e- + («' - i '•») «f'*.*/») Jf^. ) 

JfQ =é(*« + Jr«)ar/8 [(ia). 



§6. 

Men kan de uicdnikkingen ^Q ook nog op de volgende wijze 
vinden, waarbij elke der bewegingen afzonderlijk in befchouwing 
genomen worden. 

Zij * op een zeker oogenblik — 'de fnelheid van omwenteling 

3^ 

om de as A Z' , terw^l wij overigens de as In msc denken. Be- 
fchrijven wij om A als middelpunt eenen bol met eenen llraal 
AP = R» dan ligt de omtrek van den cirkel BCD (FIg. i) 
geheel in de oppervlakte van dien bol. Laat Z en X (FIg. 5) de 
panten zijn* waar de^asfen AZ en AX het oppervlak des bols 
ontmoeten; Z* waar dit de as AZ' des tols doet, en brengen wij 
door Z en Z' bet yertikale vlak Z Z' A'. 

Laat P een punt van den ring z^n, dat zich, in het oogenblik 
ifr, van P naar P' beweegt, dan is PZ'P' = J^. 

Ver- 
In dit laatfte geval Aoeten alzoo de uitdrukkingen Tl Q*"» 2f Qt 2^ Q' 
nog met rTJ r TermenigYuldigd , nogmaals tusfchen de grenzen ren R 
geïntegreerd en dan door ^(R*— r*) gedeeld worden. Die doende 
xal men vinden, dat in die uitdrukkingen flechts r* door^(R*H-^*) 
moet yervangen worden, om voor den platten ring te dienen. 

Om verder ^ Q^ , ^ Q en 2f Q' yoor het ligchaam' eens tols te 
vinden, moeten deze uitdrukkingen weder met (R*— r^j^^a vef- 
menig vuldigd en ten opzigte van a geïntegreerd worden» waaibQ 
dan R en r functlcn van a zfn. Ten laatfte moet dan door 
X(R* — r»)<fa gedeeld worden. 
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Verder Is 

ZAZ' (Fig. O = Boog ZZ' (Flg. J) = jl, 

Z'A P (Fig. O = ^^ö^ Z'P CFig- 5) = -» 

a = R Cöx.M, r = R *$•/!». «. 

T>e projectie van den (Iraal AP op het vlak der «y zal na 
x^n» volgens Fig, |, R^triy.ZP. Wanneer P in P' gekpmen Is, 
heefc deze projectie een boogfe ^ / =r P Z P' = Jf Z op het 
honzoDCale vlak befchreven) dus worde yoor bec punc P 

2rv = jR» *$•/».,» zp . afz, 

zïïnde LOZ?=zZ'^ zij ook nu GZ'P = A, GZ'P' = A+J(^, 

dan is, volgens de fpberircbe drieboeksmeclng: 

Sin. Z . Sin Z? z=. Sin. m Sin. A; 

^ « Cos* • Sin ê + Cos, A i7». m Cos. A 

C0t.Z— ~ = -• 

Ssn.xStn.m ^ ^ 

Door Cot. Z te difFerentieeren, alleen A latende veranderen, en 
JfXz=^p te ftellen, en vervolgeps, in de uitkomst, Sin.^ k 
door de eerde vergelijking te elimineren, vindt men ligtelijk: 

^V = iR^Jf? \ Sin.^M Cos. fi^ Sin. mCos.mSin.fi Cos. xl. 

M 2f A 

Vermenigvuldigt men deze uitdrukkmg met —- = , en neemt 

M 2W 

er dan de integraal van tusfcben de grenzen o en 2 «*, een opzigte 
van de Veranderlijke grootbeid A, dan komt 

of ^ .2f^ = ir^Cos fi . 2f^- 

Dit is bet gedeelte van de fom der projectiën op bet borizontale 
vlak, dat ontftaat uit de. wenteling om de as AZ', wanneer deze 
ftil Qaat. 

Indien wij op dezelfde wijze de fom der projectiën, W/ éleze 
wenteling omftaaude, of van ^f afbangende, zoeken op bet vlak 
ZAK, dan is bet ligt te zien, dac het refultaat betzelfde zijn zal, 
aU wanneer wy in bovenlhaude uitdrukking /B of ZZ' in go^ — fi 
of A' 2' veranderen, W|} zullen dus ook hebbes 

G ifQ' 



Digitized by LjOOQ IC 



88 F. J. STA MK ART. 

Eindelijk, daar t in het vlak ZA' zelve ligt, en dus de pool 

van d!t vlak po® van Z' verwyderd is, zoo moet, om tt-^ . Zf 

d P 
2fO® 
ce bekomen, in de nitdnikkihg -~- . jf^, /§ = 90® odderfteld 

worden. Wij bekomen dus 

Befchonwen wij nu eene verplaacfing van de as AZ% zoodanig, 
dat ZZ^ of /l ftandvastig blijft. 

In dit geval wordt de geheele cirkel als het ware over den bol 
verfchoven, derwijze, dat voor elk punt P de verandering vaq 
den hoek Z of d^ dezelfoe blijft, terwijl PZ Handvastig is. 
Wy hebben dus, JfZ = Jf^ (lellende: 

af V = i R« J/«.» PZ.?+=: i Jf+R« O - ^^J-* PZ), 
maar Cos. F Z = — Cos. x Sin. fi Sin. m 4- Cos. fi Cos. m; 

dus 2f V = f 2f + RM I — Cos.^ m Cos.^ ê^— Sin.^ m Sin.^ f Cos.^ X 
-f a Sia. m Cos.mSin. fi Cos. f Cos. x\. 

fH ^ X 

VermenigvHldigt men weder deze uitdrukking met — = — > en 

M a «• 

neemt er de integraal van tusfchen de grenzen o en a «•, ten op- 

zigte van X , zoo komt 

dat Is: ^T^y = i3<'\a'' + r* — a^Cos.^^^ir''Sin.^/X 

De fom der projectiên op het vlak ZAK, voortkomende uit de 
verplaatfing van de u des tols, in een kegelvlak om de liJn AZ 

(Fig. 
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CF^g. O 9 l^&n uit de laacscgevondene nicdrakUng idee wordea 
afgeleid, omdat in de formule (Zie Fi^. 5) 



%-r voor leder punt P verfchiUend, en dus nief flandvastig is« 

(NB. flet teekeo — is voor het tweede lid gedeid, omdat op bet 
vltk Z K de perken poficief zijn gerekend in de rigting van 
f naar f) Maar wij hebben 

Tang. A' = Tang. Z? . Sin. Z, 
Waaruit, PZ fiandvastig zijnde « 

af A' = Tang. Z P . Cos.» A' .Cos.Z . ^4^ , 
maar Cos. Z- Ta^^g. Z P . Cos. A' = CoS. A' P ; 

dus Jf A' = Cos. A' C/7/. A' P . if ^, 

en STA' . Sin.» A' P = Cos. A' .««. A' P . Cos.A' P . Jf^ 

= C<?/.ZP.C^j.A'Pra^i 

dos -if XZ. . if A = _ 4 . ^ . U» . Cw. Z P ,)?«, A' P. 

Ja a«* 

Wederom Cos. A' P'= G?/. A Sin. m Cos. /I + Cos. m Sin.fi^ 

Cos ZP =:-^Coi.xSin.mSin.fi + Cos^mCos.^; 
dus 



MH) 



dA air ^ . 

- — i. ^. (l*(6W.^/B — ^l/?.*/5).^/V».«'C^J.«C£^j.A. 
2ir 

Nemende weder de fom van alle dergelijke uitdrukkingen, van 
A=:o tot A = 2v, komt 

Z-T- = — i R» (Cos.» • — § 5*11».» «) Sin. /3 C^j . /9 , 

of J^- ar+ = - i (^^ - i '•O ^''«- /a Qö^ ^ 2f ^• 
dr f -. 

Eindel^k, wat de fom der projectiên op het vlak ZA' betreft, 
wanneer de ^ des tols, behoudens dezelfde helling tot het hori« 

G s I zon- 



Digitized by LjOOQ IC 



99 F, J. STjiMKART» 

txMAt vWc» vcfplaatic wofdc, zoo is het ligt te zien» dat dete 
fom 19»/ moet zijn» omdat, bij de bedoelde verplaacflng des cir- 
kels, even zoo vele perken van gelijke groocte, op het vlak Zh' 
naar $ene als naar eene tegettgefteUe rigcing toeoeipen. WU 
hebbetf dus 

Met betrekking tot eene beweging der as A Z' ki het verdkale 
^lak ZA'. — welke ons nog te overwegen overblijft, — waarbl] 
/l in /S + 2r/l verandert, heeft men, om dezelfde rede als de laatst- 
vermelde, te weten, dat er even zoo vele pofitieve als negatieve 
perken oncftaan: 

Om nu nog ^ te vinden, zoo laat uit P een loodregte boog 
op ZA' nedergelaten worden =/. dan is weder: 

= i. — Ra (^i — Sin.^f), 

= i — . R» (i — Sin.' m, Si».<' A). 

En dus, integrerende tusfcheji de grenzen o en 2 v. 



II . 3f/8 = iJfi9.(lia-iR«5'i«.»-), 



(NB. r-^ moet bier pofitief zijn, omdat, in overeenftemming 

met de Figuur i, als /) toeneemt, de ordinaten Z, boven de lyn 
AY, ook toenemen.) 

Door de bijeenvoeging der afzonderlijk gevonden gedeeltelijke 
differentialen voor ^, ^ en /S^ vindt men weder de vergel^kingen (la^. 



$7- 
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5 7. 

De waarde van \J=zaSin.(^ en van ^Q nic (12) in de tweede 
vergelijking (11) gefteld zijnde, geeft 

Waaruit, integrerende 

Zijnde B eene nieuwe toegevoegde ftandvastige grootheid.^ Wy 
hebben dus, deelende door J (^" + Jr*}a: 

Dit is de tweede geïntegreerde vergelijking vao. de beweging 
des tols. 

Stellende nu, eenvoudigheidshal ve , » = a^-^V dan komt: 

!*• volgens de eerfte vergelijkingen (n) en (ia), a**. volgens de 
derde vergelijking (ia), en ^\ volgens de derde vergelökiog Qu) 
en de tweede vergelijking (12): 

2far = (^a + ir-).(^).^^. 

Hieruit volgt: 

KSia/fi — uCos.fi = ia^ + ir^^ Sin. fi . (1^), 

"« /"+♦'•) -17=1-;' 

dut A Sin. fi — u Cos. fi = Sin. fi . g^ 

m ASim.fiSfi = mCos.fi^ fi + Sm.fi^m 

G 3 Is- 
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Incegrereode, komc ^ 

^kCoufi^Q =LuSim fit 

Dk is de derde gefniegreerde vergelijking, waarvan C de toe- 
gevoegde flandvastige grootheid voorftelt. 

Uic (14) en de waarde van ^u volgt nn 

^\ C — KCos!fi \ 

H_ i_ /if^N 1 n . Sin.fi \ 

(If a» + ir^'\^fiJ a»+ir^* Jfi 

I h-^CCos.fi 

~ a'^Wr^ * Sin,^ fi ' 
en verder, volgens de uitdrukking die aan A gel^k ïsi 

"°>'-4')=*-("+(.-.->«..Vl.;^=ï^ 

\^t) \ C^' + i r'") Sin.' fi 

-CJ. *" C Cos.fi -h 

Wij hebben alzoo» de gevonden formulen verzamelende, en voor 
^■j^ j in (13) zyne waarde nic (14) fchrijvende: 
,,/M_P ^' A-C Cos.fi 



/jy'\_ ^l A — CCos.fi 

\Jf//~" «» + ér» Sin.* fi' ' 

iSfi\* a ,-' . {C— ACos.fi)' 

yït) -^^'7^+ï^'^^-^*'^'-(a'^ir')'Sin.'fi\ 



i(»5). 



Deze drie formulen geven de drie fnelheden van beweging in 
fnnctie van den hoek fi van de as des tols met de vertikale lijn, 
en van drie toegevoegde llaqdvastige grootheden. Om volkomen 

de 
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de Helling van den tol te knnnen tan wij zen, worden er nog drie 
integraciên gevorderd, waarbij dan ook nog drie nienwe fiandvastige 
grootheden ingevoerd moeten worden. De laatfte vergelijking geeft 
fi In functie van den tijd, en daarna Worden dan ook ^ en ^ in 
fanctie van den tijd gevonden. 



§8. 

De gevondene vergelijkingen zijn reeds volkomen voldoende, om 
van de natuur der beweging eens tols een denkbeeld te geven, 
waarna eene benaderende integratie dier vergel^kingen- gemak- 
kelijk zal vallen. Om dit te doen zien, zullen wij eerst de 
waarde der ftandvastige toegevoegde grootheden bepalen. Zij daar- 
toe gegeven, dat op bec oogenblik van het begin der beweging, 
als / = o aangenomen wordt, het volgende plaats heeft r 

1*. De wentelende beweging om de as AZ' . • (—\=ip. 

> a*. De hoekfnelheid van de projectie der as A Z' 

op het horizontale vlak ; \^^r^ ^ 

3*. De hoekfnelheid der as in eene vertikale 

rigting iSt)~ ^ 

4^ De waarde van de overhelling fi des u . • . • :=zfi' 
Dan vindt' men: 

A = r^ .p.Cot./e ^ 

C = r^p. 
Hierdoor veranderen de vergeHjkingen (15) in: 

fi^\ — ^ ^"^ . Cos. fi' ^ Cos.fi 

Q'— • ^^ ( ^^^^ + t^') Cos.fi'-'Cos.fi l 

X CCos.fi' ^Cos.fi^ï 
G 4 Men 
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Men tiet oic de laecfte vergelijking, dat, indien de aanvanlEetlJke 
ftaelheid vin dnmljïng ^ = o w«e , dan de beweging des coHi 
volkomen die van eenen flinger zoude wezen; terwijl er ^'sn 
ook geeiie wenteling van de as zoude kunnen ontdaan, omdat 

^^ en -r^ öandvasiig =o zouden blüven. 

De beweging van den tol zoude evenzoo die van eenen flinger 
zijn, als r = o was, dat is, wanneer de geheele masfa in de as 
zoude vereenigd wezen* De vtllende en flingerende beweging 
konde dan echter gepaard gaan mee eene (landvasüge weoteliDg van 
bet oneindig dunne iigchaam om de as. 

Wanneer ooch p noch r geiyk nul is, maar vooral wanneer 
beide, of één van beide, aanmerkeiyke waarden bekomen, dan moet 
fi binnen kleine grenzen beQoten biyven; want, daar het eerde lid 
der laacde vergelijking een kwadraat is, zoo moet het tweede lid 
(leeds pofitief blijven, en hieruit volgen deze voorwaarden, 
te weten r. 

Coi.fi < Coi.ff 

ea ' Cos.fi > Cos.fi^ — ^g. ^ 7\ < Sin.^fi. 

Is nu ^« de aanvankelijke fnelheid van drasiljen, gelijk dit bij 
bet tolIen^ bet geval is, zeer groot, zoo is ook fi binnen kleine 
grenzen befloten. De as des tols kan dus wel een weinig tot den 
grond neigen, maar de overhelling kan niet voortdurende ver* 
'meerderen. 

Daar voorts Cos.fi' — Cos.fi pofitief moet blijven, zoo is ook 

altijd (y-~) pofitief. De lijn AK, evenwijdig aan de doorfnijding 

van het vlak BC D met het horizontale vlak , verplaatst zich dus , bij 

den tol, in dezelfde rigting, als de rigting der wenteling om (^ets* 

^fi 
Na den aanvang der beweging, wanneer — = o was, begint 
• d ^ 

dus de as naar het horizontale vlak te neigen , en wel met eOpe 

toenemende fnelheid; tegelijk bekomt rr=- eene waarde, en neemt 

d t 

ook coe, dat is, de as AZ' begint om de vertikale l\)n AZ rond 

te 
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Va 

te draayeD. Spoedig berelkc un ^ z^ne groocfte waarde en begint 

daarna te verminderen, en eindelijk =ro ce worden, jtibt op het 

oogenblilc, ais de foelbdd ~ hare groocfte waarde berrilcc heeft. 

De as i^ dan zoo ver gedaaid , ais zij daien Ican , en , in ftede van 
verder te vaüen/^ beweegt ztj zich met de groocfte fnelheid, die zQ 
itan aannemen, in eene horizontale rigcing voort. Deze hori^on&le 
fnelheid begint dadelijk daarop te verminderen, de as begint weder 
te rijzen, en klimt tot de hoogte, van waar zij gekomek is. 

Deze hoogte bereikt z\j op het oogenbltk, a^s ~ weder atti 

o f 

wordt, waarna dezelfde bewegingen, in dezelfde volgorde, zich 

weder herhalen. D^ze bewegingen der as z\)n afgebeeld in Fig.5. 

Stellen wij nu a negatief, dat heet, nemen wii) aan, dat het 

ftennpant èoven het zwaartepunt gelegen is, dan kan ( w- ) 
volgender w^ze gefchreven worden, te weten: 

/3^\*__>)^r^ { ^C^Hi^O Cos.fi— Cos. fi^ \ 
\a'// ~(^* + §rO*( ^' r^p^ Sin.^fi J« 

X (Cos.fi — Cos. fi'^. 
Hierait volgt, dat wij nn moeten hebben: 
Cos.fi > Cos.fi'i 

Cos.fi < Cos.fi' + 2g .-—— — ' Sm^fi. 

De as blijft no altijd hooger daa ia den eerften ilaod, bU déa 
aanvang der beweging; maar kan zich toch niet verder dan fledhll 

eene geringe hoeveelheid opheffen. Te geiyk evenwel is ^ ne- 

gacief geworden, en de lijn van doorfnljding van het viak BC D 
set het horizontale vlak, of de lijn der knoopen, beweegt zich 
teruggaanéh. Overigens z^n de omaandfgheden der bewegtng 
volkomen dezelfde, als in 'het eerde geval. Een p<unc der as, 
boven het fieunpunt, doorloopt na eene opvolgende reeks kromme 
lyneo, als in Fig. 7 is voorgeftekl. 
Wts tf = 0, dat heet, was het (leanpant in het zwaarte-middet^ 

G s poBC, 
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pont, dan kan aan de laatlle der vergelijkingen (i6) niet voldaan 
worden, zonder fi :=: fi^ te nemen. De as behoudt alsdan eene 
ftandvastige deling, tegelijk dat ook de i^n der knoopeo In eene 

onveranderde rigting biyft, want nu is pok ^ =: o. 

Men kan zelfs ^ = po*» nemen , zonder dat daarom de 'tol zal 
vallen; want Hellende dan /S = / + « ^ 5K>^ 4- « « komt 

o ='{•* 7^ '''"'■"}' 

?f _ r' Tang, m 

Ut ~' ■ a*+ir» ' Cot.m * 

Zy , kortheidshalve, 2g . r—— - — ^ = *= eeil klem getaf, 

dan moet Sin. » 



of I > (sin. • + jy ^'^ • züo» 

Daar nn \ een groóf getal is, moet ook m fteeds klein blijven, 

en dus ksn de as des tols ook^ maar weinig van de horizontale 
rigting afwijken. 

Zoo dus B (Fig. 8) een ligchaam is , dat om de as A B fnel 
rondwentelt, dan zal die as, alleen bij A onderfteund wordende» 
toch niet veel van den horizontalen Hand afwijken. Daar voorts 

^ in dit geval poGtief blijft, zal de l^n der knoopen voortgaan 

zich in de rigting van het pyitje M te bewegen, dat is, die be- 
weging zal regtfireekS'ZiJUf indien men aldus de rigting noemt » 
welke de beweging van het ligchaam B zoude volgen, zoo mei» 
otiderfcelt, dat de as AB opgeheven en vertikaal gefceld werd» 
Onderfielt men echter het ligchaam B onder het fteunpunt, en 
dus fi' y 90^9 dan loopen werkelijk de bewegingen van het lig- 
chaam en van de l^n der knoopen in tegengeftelde rigting, fchoon 

|2Ï^ pofidefbiyft. 
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§ö 

Gaao wij thans o^er tot eene benaderende integratie der formalen 
(16). Alzoo fi tn /^ fteeds zeer weinig verfchillen, zoo z^J 
fi':^ fi' •\-p^ dan is p een kleine boog, waarvan wi^l echter voor- 
eerst nog de tweede magt dienen in aanmerking te nemen» maar de 
hoogere magten kannen verwaarloozen. Alzoo is 

Cos.fi''-- Cos.fizrz f Sin.fi' + J^» Cos.fi^ 



V Sii^ 

dos worde 



^S^tI^Ï"'""'''''"''""""-'^''^' 

gemakshalve, 'zzz n p — /* ^*. 
Hieruit volgt': Jf/ = ;^^;r;^-^-= , 

en , = ^, {i— Cff*.(/^ + 0]i 

« il de toegevoegde (landvastige grootheid. 
Wil] bekomen alzoo, fieUende 

Men ziet uit deze uitdrukking, dat de dalende en rijzende be- 
weging der as in eene vercikale rigcing , zeer na overeenftemt met 
die van eenen flinger. De tijd, waarin eene volle flingering, .^ 
eene daling van den hoogden (land en eene daaropvolgende r^zing,-* 
wordt volbragt is de t^d, waarin it met 360* toeneemt, Ala T 
deien t^jd voordek, zoo is 

en 
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en T = — = - 






— il d« tijd eener Aalvê omwenteling van den col om sijne as ^ 

f 

met de aanvankelijke fnelheid p. Dus blijkt, dat de djd, waarin 

de as AZ' zakt en weder rijst, grooter is dan de duur eener halve 

a 

wenteling, en wel te grooter, naar gelang - grooter is. Daar 

voorts 9 met a coeneemt, zoo ziet men, dat voor tollen die hoog 
zijn, de dalende en rijzende beweging der as zoowel uitgebreider 
als langzamer zijn zal , dan voor lage tollen. Verder ziet men , ' 
dat met de afneming van p en de toeneming van /• , de flingeringen 
der as grooter worden; iets dat, vóór het nedervallen der tollen , 
zeer ixierkbaar wordt aan de waggelende beweging, die zij dan 
aannemen. 

Thans verder de waarde van #* en ^^'verwaarloozënde, hebben 
wö ^ = ifSin. jl' (i — Cos. (/ f + c)) 

Cos. f' — Cos.f _ Cos. p' — Cos, f _ p Sin, fl _ j^ 

dus wordt |Z = j /ƒ . -^ - — - Cl - Co^^ (i ' + 0> 

Waaruit, integrerende: 

4^ = § 1 . /^[ ^ (^ — r Sin. (#/ + o") + Co»^f- 

= \9.\it'^Sin.{it\cy>\Const 08> 

Deze formule geeft den (land van de lijn der knoopen voor ieder 
bepaald oogenblik. Men ziet, dat de gemiddelde voortgang in 
den tyd {t — /) gevonden worde door de uitdrukking 
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De knoopcRiJiJn verplaatst zich dus langzamer, wanneer de 
fiuihad yam W4nul$ng groocer worde. Ëeri^ geheele omwen* 
teling dezer l^n wordt gevonden door ^' — ^ = 2r te ftellen, 
en daaroit (/'~0 ^^ berekenen. ZU deze t^d =T, dan is 

Laat V = 9 - de tjijd eener om wemeling des toU om z^ne as, 
P 

met de fnelbeid ƒ, zijn, dan is nog 



■iS 



r r 



T' = — . 

rag 

Het is opmerkelijk, dat in deze eerfle benadering van T, /• niet 
voorkomt. Hieruit volgt, dat de tijd van wenteling der knoopen- 
lijn bijna onafhankelijk van de overhelling fi der as is. 

Wij kunnen thans de nacuur der kromme lijnen Fig. (S en 7, 
door eenig* punt der as A Z' befchreven, nader leeren kennen. 
Stellen wlJ daartoe, eenvoudigheidshalve , de conftanten in de 
vergelijkingen (17) en (18) gelijk »«/, dan komt, /* verwaar- 
loozende, ^ = J / Sin. fi' (i — Cos.it), 

4.=i l(^it — Sin.iO' 

De boog ^, door de knoopen-iyn befchreven, is na blijkbaar 
gelijk aan de verandering in Azimuth van de as des tols A.Z\ 
dat is, aan den boog door het punt A' (Flg. 5) doorloopen. 
Dus befchrijft het punt Z' in den liJd / den boog van eenen 
parallel cirkel , uitgedrukt door ziz^Sin.f!. Zij nu (Fig. <ï) 
A P = * en P Z' = ƒ , dan heeft men 

* = ^ Si». /J', ƒ = ^; 
dus X :=z l ^ Sin. fi' (#/ + Sin. / /) , 

y = i i^ Sin. fi' (l — Cos. # /) 

Hieruit volgt, dat de kromme A Z' (Fig. 6) zeer nabij de gewone 
cycloide is, .befchreven op de oppervlakte van eenen bol, z^nde 
ifSin.fi* de radius van den befchry vendan cirkel dezarcyclokie, 
als de radius des bols i is. 

Wan- 



^'j • . 09). 
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Wanneer a kleiner wordt, vermindert ook l\ dps worden dan de 
xycloiden kleiner. Voor ^ = o» dat is» wanneer het fceunpnnc 
met bet zwaarte-middelpunt overeenftemt, is ook/ = o, en de 
cycloïden zijn tot één punt ingekrompen. Wordt verder a ne- 
gatief, dan komen de cycloïden weder te voorfchijn, maar zij zijn 
anders om gekeerd. Het is op deze wijze» dat Fig. 6 jn Fig. 7 overgaat. 

Wanneer de fnelheid van wenteling ƒ grooter wordt, vermindert 
ook 1; dan worden de cycloïden mede kleiner; maar zij konnea 
zich nimmer tot één punt herleiden, noch omgekeerd worden. 

Eindelijk wanneer ^' afneemt, dat is, als de tol regcdandiger 
ftaat, worden nogmaals de cycloiden .kleiner; maar zij vcrgrooten» 
als jS toeneemt» en zijn op het grootst^ als /^rrpo» is, dat is, 
wanneer de as des tols zeer nabij horizontaal is, en zeer nabU 
horizontaal blijft. 

Tot de volkomen integratie der formulen 06) behoort nu nog, 
dat wij p ook in functie van den tijd uitdrukken, hetgeen, binnen 
dezelfde grenzen van benadering, geene zwarigheid meer kan geven. 
Wy merken echter op, dat de hoek p niet de geheele hoeveelheid 
der wenteling uitdrukt, omdat de oorfprong van dien hoek, de 
lyu der knoopen geene fcandvastige rigting behoudt. Indien p 
ftandvastig .was, en alleen '^ veranderde, dan zoude de lijn B K^ 
de oppervlakte des tols fteeds in hetzelfde punt doorfnyden, en 
dat punt zoude mitsdien om de as A V wentelen. Met andere 
woorden: Eene lijn, getrokken uit B (Fig. i) "^^^ ^^^% bepaald 
punt P van den omtrek C O, zoude, door de verandering van 4" 
alleen, achtervolgende naar verfchillende punten van de ruimte 
gerigt zyn. 

Laat (Fig. 1 1) op zeker oogenblik K' en P de punten zijn, waar 
de lijnen BK' en BP (Fig. O de oppervlakte van eeneii om B 
befchreven bol ontmoeten; K'' en P' de punten, waar deze ont- 
moeting in een volgend oogenblik plaats heeft. Zij uit K' het 
loodlijntje K'K'^' nedergelaten, dan is K'''P' — K'P de weg, 
dien het punt P, wentelende om de as AZ', in den tijd dt heeft 
afgelegd. Nu is 

K'P = ^, K''P' = ^ + af^, K'K" = 3f^, LPK'Q = jl, 
en K''K''' = af^Cö/.jli 

duf 
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düs wordt 

K'" F — K'P = K" F — K' P + K'" K' = 3f f + i^Ois.f. 

De hoegrootheid van de wenteling in een* bepaalden t^d ii 
das gelijk aan de integraal dezer laatde uitdrukking» dat is, aan 

Uit de beide eerfte vergelijkingen (ló) volgt: 

of 3f? -f ?+ CoS'^ = pi^* 

Alzoo, integrerende, 

^-^ + /Jf*C^J-^=^(''-0 • • Cao). 

Htemit volgt, dat de fnelheid van draaljing van den tol om z^ne 
as üandvastig is. 

Hiermede zijn nu de formulen (i6) geheel geïntegreerd , en kan 
dns het voordel omtrent de beweging eens tols om deszelfs punt 
als opgelost befchouwd worden. 

§10. 

Geven wU thans een enkel voorbeeld in getallen. 

Z\j i9 = 2 en r = I decimeter, i ^ = 49>o25 dedm,, de tijd 
eener gebeele omwenteling ==o",oi =«*, 
dan is 

/= — =6a8>3a, 

i=-iS' -^ ;3 ^ = 0,00447 =z= 15' aa" in èoog^ 

TUd, waarin eene daling en rijzing der as 
voorvalt, of eene cycloïde befchreven wordt = T =o",045. 

Tijd, waarin de l^n der knoopen vierregte 

hoeken of 360» doorloopt T = 25" naby 

en >=/•' + ^ = p' + (7' 41") (I - Cos. 139.85 O Sin. jS' , 
wanneer men nameiyk de boogen in deelen van den ftraal , en den 
4Id in fecondeo uitdrukt; 

of 
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of (l=^ + f = jl' + (7'4i'0 (i— C(?^ Öooo^.r) •$*>./•'» 
wanneer d4 bogoi io graden worden uUgedrukc. 

Men ziec hieruit, dac bij eene fnelheid van loo omwentetingen 
in ééoe feconde, de as des tols, zelfs in eenen horizontalen (land« 
langzaam genoeg voorcgaac 9 om hec ongewone fcbouwTpel te ver- 
toonen van een Ijgchaam, dat niet valt, offchoon het zwaarte- 
middelpunt niet onderdeund wordt ^ en waarbij men de oorzaak 
hiervan ook niet aan eène middelpuntvliedende kracht kan toe- 
fchrijven. 

Al deze uitkomften der theorie zijn op de vroeger vermelde 
Vergadering door proeven nader opgehelderd. JHiertoe diende 
(Fig. 9, 10 en 8) eenë kleine houten as A Z', met eenen koperen 
punt, gaande door het midden van eenen blikken ring N^ zoo als 
de 6guren dat aanwijzen. Deze ring konde hooger en lager aan de 
as gefchoven worden. Tot fleunpunc diende, in Fig. 9 en 10, 
eene kleine uitholing, in de gedaante van een ondiep fpherisch 
fegment, boven in een dik koperen plaatje, dat door eene kleine 
houten kolom MA gedragen werd. In Fig. 8 rusi; de as, die van 
onderen voorzien is van een klein knopje, in eene kleine koperen 
vork; de ronde deel van deze vork (leekt in de kolom MA, en 
kan daarin gemakkelijk ronddraaijen. In Fig« p is het zwaarte- 
punt boven het Hennpunc; in Fig. 8 is het juist of bijna 
in hetzelfde horizontale vlak als het fleunpunt, en in Figl 10 
ligt het zwaartepunt onder het tleunpunt. In de gevallen Fig.p 
en 10 is het voldoende, de wentelende beweging, op de bekende 
wyze, met de vingers mede te deelen; voor het geval Fig. 8 is 
het doelmatiger, daartoe eene koorde en een' fleutel, — b.v. zoo 
als die bij de gewone bromtollen gebruikt worden, — te bezigen, 
ten einde aan de wentelende beweging meerdere fnelheid te geven. 

De pijltjes, onder aan op het voetüuk gefteld, geven de rigting 
van de beweging van de lyn der knoopen te kennen, in óvereen- 
(lemming met de rigting van de wentelende beweging, door de 
bovenfte pijltjes aangewezen. Doet men de beide ringen, Fig. 9 
en 10, gelijktijdig tollen, en beide in dezelfde rigting, dan is het 
onderfcheid in de verpjaatfing van de l^n der knoopen zeer in het 
oog vallende* Bij den toeftel Fig. 10 kan ook het zwaartepunt 

ia 
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in liec fteanpnnt gebnigt wórden « als wanneer bei"^)ak dés Hf^i 
N eeae onveranderlijke fcélling behoodc. 

Wij hebbeo de beweging eens lols befchouwd, In '•fle <J*ider* 
fcélling, dat de pnnc A eene onveranderlijke fcelHng bleef be^ 
hdnden: dit echter is bij het gewone fjsel hee gevalnié^V^i 
wanneer die punt zich vrijelijk over een vlA kan bewegfenc WamjeeU 
wQ ons voorAelleo, dat de punt des cols o|) dic y^hk geenê^i^tff^ 
vhfg ondervindc, dan gaan de gevondeAte^ férmitténr «VoiVr "de bè^ 
weging nog onveranderd door, (lechcs mee dIc verfchils 'dec ntt 
niec meer de pnnc A, maar het zwaarcepanc B hec middelpuoc der 
horizontale beweging wordt % terwijl hec, in de vertikalc rigcing, 
daalt, en weder rijsc. Heefc de col, bij hec nederwerpen, geene 
voortgaande beweging over hec vlak bekomen, dan zal hec 
zwaarcepunc B (oicgenomen de kleine dalende en rijzende bewe- 
ging) in rust blijven, cerwUl de punt A op het vlak (uitgenomen 
eene kleine uic- en infcbuiving) eenen cirkel befchrijfc. Ileefc 
daarentegen de col ook eene voortgaande beweging bekomen, dan 
gaac hec zwaarcepunc, met eene gelijkmatige fnelhel^, in eene 
regce Ign voorc, terwijl de pnnt;A.op het vlak krullen befchryfc. 
Wanneer er, •— geiyk dit alc^jd plaacs vindt, — wrijving op 
hec vlak befcaac, dan worden rtfcouHijk^'^e béwe^ingëft gewijzigd 
Deze wrijving kan, onder andere 'ten gevolge taeBbenf, dat de- 
as'jdes' tols, wanift;erde overheUing.^tflet ce g?oot \%i «icTi geheel' 
opheft, en vehikaal wordt i Iets 'datV Mljkens het* bewêaefie, 
anders nimmer kan gebeufeh. Men nette hllrblj In aanmerking i' 
dit de punt! eens gewonen cöls geenszins eeti^^ehkelj^tfniii^ maar 
eea gebogen vlèkJé^; en dac door de fneile draa^inl 'dik#gis eene^ 
Wdneruiiboflögfiln dte groüd-oötftaaic (♦). . . f.. 

. W$: iótodeA DU dé ovefeenkonl^c^ knniftn aaüwijzen ^ welke^er 
toéfcben de . beweging eens tols eti^diélder' aard-e om hare '49 be/' 

'iC^) Ta 'de tbutièe Mathématiquet ; pst BE20UT {Suite de la ^*pariie, 
appUeit^pfi, fies pAi^ipeê génêraux de la Méhaniquef d d^éretüs lok de 
mouvei^ni ei' d*IquiUbre)\ yordt zelfs lley [fcHihibaar] niet ))aiif de 
wetten der zwaartekracht gehoorzamen van eenen tol f geheel alleen 
aSïi dc' wr1]yiDg op de pant tocgcfchreveïi. Hec behoeft echter niet 
aangemerkt te worden , dat deze w'jze vtn bercht>awiiiri bnjuitt ' ia. 

H 
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Omc, boe jWiMSk 4^ Mpu^king Nnm df mr eo de mum or dfl 
afgeplatte en dus e$n$germ4t0 fch^fvormig^ figB«r der Mede» 
a«o de u van w^^/^H^g dezer Iffkcde oopdweAdig ook eeoe kei^l- 
yormige bewegipg motu m^ed^isle«i, w^ryen de teruggang det 
evenachtipuiKeo aan dea heipel hfc gevofg ia^ Paer evenwel deze 
nnw\itiKig Bog duUeiyker kaji fUtï^ na de behrnideling van hec 
Vif^orftel omcceat 44t beweging «eoi kleine» ringa, die door eenea 
grooceroD wofdc wigecrokk^n^ zoo wiUen wi] vooraf biercóe 
pvergaan. ^ 



OVBA DB W'BTTE:i, VOLQ^VS VVEtKLB BEN IMt^AUVUOB RIJfQ 9 

9IB pooi EFWBlf QEOQTE^lEf Q0|fC«9TniSKBff VASTE» 

EIHQ WOB9T AAffGBTROKKBN , ZICB OH SUK 

MIDDELPUirr BEWEEaT. 



§11. 

Laat de duf CDP (Fig. i) ^I^W <mQ deaSelfa mUdelpunt B 
beweeglijk zjjn} en laat ntec de zwaarcekraobc, mwx de aantrekkkig 
van een* und^reo ring , y»p ^roorer draal dan CDP, hebbende 
heczeifde middelpunt Bt en in een vlak, evenwQdig aan dat vaii 
X Y g^bgen, de uorzaak zUn d^r krachten « dje op D P C werkea. 

ZQ Q P (Fig. ia) een gedeelte M9n den Ueinen dng; KM 
een gedeeUe vaQ det) grooten; M de masf» vei? bet punt M^ m 
die van het punt P; x*' en y de co^rdtpaüen van M» ea weder. 
XAK = *, KAX' = ^. PAQ^ = /|, PAX'a=A, AP = r, 
AMscR.; en lateq P» P' en P^' de fn^lheden s^Q* waormedo 
P evenwijdig van AX, AY en AZ» door de aantrekking van den 
wtliggenden b\utenftepij^\pjj fi|jpgez?ï wprdt te be\«jegei?. d^i^ zifn 

de krachcen qf drnkkingen, dfe bet punt P v^n het eene op h^j; 
and^ pp^nblilf p^flef v|n4t. 

Nu 
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NB) moét weder de feni ëet voomceii om eik «Ier dci^ «iten 
=;ï:o zyn, dat is: 

Va ' Va 



of 









** -^j-^-^ =B«»CP"*-p«1i^^ . . («1). 
x^^Jli^l^^^Y^CP^^-P,). 

Verlengen wy de projectie Kp des vperftraals van het punt P 
COC aan den groocen ring in N, dan is hec ligc in ce zien, dat de 
refulcance der ag^eUcing van alle puacen\M van dezen ring op 
bec punc P, gefegeg xal zijn in Ifbt vi^k^^VlP» ^Q weV» dac zQ 
gerigc moec zijii yan P naar eenig puacc wsrchen N en p. Z\| K 
de fnelheid» wwirin^e hec ponc P dü<>r )ieze r^oUance in eeoe 
horizontale rigcing aangezec wordt 'te bewegAi$ dan zal 

en , P' = K X ..—^- -, zün$ 

n£ . / V* — Pr = O. 

«"«»" /•>. * ^ ■ y^> - — 'T?- • •.,• ^"?5 

even als by den tol. 
Zoeken wQ na P, F en V" nader ce bepalen. 

Zij PM=:j = V(ï"^^5'3-(y"— y)^ + (— 0^ 
dan is de kracht « waarmede P door M getrokken wordt» evenredig 

aan -S , 

Ha De 
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De cofintiifeii der hoeken, welke PM met de tifto'nifldLC, 

*"— * f' — r — « 

«««. -7-. -7-. — « 

dus is, indien men de uitwerking van de atncrekking van M opiw» 
evenwijdig aan de aifen, voorftdt door JfP, JfP', JfF', en /een 
Ihindvascig getal is : 

afP = /.M.— 7^, 3fP'=/.M.^^^^, ?F'=i/.M.;^' 
i» j» ƒ• 

Zij de hoek X A M =r «, en £ een llandvastig getal , dan kan de 

nuufa M voorgefteld worden door.£.2f«, dus zullen w^ hebben: 

Of, omdat «, ƒ 9 s in deze integratie (landvastfg zijn: 

^ asv 

Omif P"* — P« = — /.E.« .J^ ~ af J 
en F'r - F.=-./.^...y^«:^ 

§ 12. 

Nu heeft men: 

*• = «»+y + .» + *"» + /"-3C*«"+y/'), 



(83). 



= R 



t 



Digitized by LjOOQ IC 



cTiM. n BBwiemo. vak. binm mkAupama» imto, bms. te/ 

r R 

Sceliende, trf bekoning, |i = « 

R -f" ''* ' 

Wanneer R zeer groot is, in vergelQkiog tot r, dan is ook 
lis of |i/ eene kleine breuk; b^gevolg kan de grootheid onder 
bet wortelteeken dan Jn eene .. convergetende reeks ontwikkeld 
worden; dns vinden wij : 



1 . 2 • 3 '^ ^i J 

r •. ar** ' '» 

Wij znllen alzoo de integralen van de aitdrokkingen, ali: 
(« Cofi « 4- r Si»Ji»y» Sim. *^«, 
(s C^j. « -t-y .$ïr«. my» Cos. « Jf « 
tosrcben de grenzen o en a ir dienen te vinden. 

ZU daanoe » = r C»/. «' en j; = r SiH. m' , - \ 

dan is * Ce*. «+/«*. m=z rCos, («—«') ; ' ^' . \ 

Si(i.»z=^Sim. (•' + (•—«'» =:.r^K. «' C9«.(« ^ •') .. 

H 3 D" 
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roe /v' F, f.^STjtM£[jÉitV,i :.. . : ",. 

Dm wordt : o; ^^ 

(s C(>/. « 4- 7 Sin. ^)«» if/n. « 2(41 

Hiervan de integraal cusfchen de aangewesen grenzen nemende, 
komt; "• ' ' 

>' <i®«!alanv9 eva» is: 



/: 



ao. als 1» oneven is: 



X 



a^ 



Op dezelfde wijze vindt men: 

= f^Cos.d Cos.^-^^ (•— *')?(« — «O 

+ r» Sin.m Cos.'»^ («—«') ? • Cos^Jim-^ «') , 

en vervolgens: ' 

fo. als m êven is: « *.^ 



/ 



,a9r 

C* C(?j, • +> Sin. my^.Coi. «.Jf « = o. 



o 

^?. als ^ *j8«rireiF it : • 
asr . 

o s«4>o««(OT-|-i} 

Alzoo bekomen w§ : * 

aw ^ 

(I a 1.2,3 ^•^ "^ 1.2.JV4. 5 2,4.6 3 



X 



/: 
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ƒ 



OTB& Dft BBWEGEM VM UÜttl ttttAAqWDftlf RING» INX. (^9 
fltfr 






{3.i^+ 3:5:7 ^iJ^3^5:2^P_LI^i:3J.^^l 
(ia i.fl.3 a.4 i.a»3.4» s ft/4.6 } 

-'Sttltelide dtm: m =? ;r^^^ 
$ M + JiiiZ X IJ ,• + '^ï^^^ï^ X ^»« + «cel . 

(1 a i.a.3 a.4'^ i.tf.3.4. 5 ».4.ö V 

wAe reétf ticfd convergeert» zoo Iftng ii < ( is, dal i»v 0oi^ 
hMJrr eo'R ongedjl; z^n, komt: 
la^ 

o/* 

•asr 

«'' '^ 

-- ^«^zaïrN.rCM.flrrzacNs. 
o 1' 

Merkt men no op , dat wij de masfa van het ptint M V(M|feft«id 

hebbéidoor E2f«9 dat das air E de geheele masfa van den grooten 

rtQ( \&t V^ vipdc aeDt daze kaïfte masfa =: l)!'^ ftellendet 

volgens (as): '^ ^ 

Volgens (ai) moeten deze nicdnikkingaD.mc;rdef9iasfaip«vaahet 
punt P ^rmeaigTtildlgd > ea dan nogmaals geSniegreesdwordeaover 
den geheelen omtrek van den kleinen ring, dat is mede'tnsfchen de 
grensen o en a v* 

Stallende in de nitdrukkingen voor x^ y^ enz. (f 5) arzo* 
zoo beeft men: 

ƒ t= r (+ Ci^^.ll a/. + JiV (A + ^) + 5^.4':<^^.(A + ^Ö, 
«=:r.5#«.jl JiV(a + ^). 

H 4 ZÖ 
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Zij voorts «• = M** . — , waarW n» M** de masfa van den 



2ir 



kleinen ring is, dan vindt men gemaklcelijk» ten opzigte van* A 
integrerende»^ - ,^ ^\ ^ 

•y o a« » *^ . . 

>^ajr 

Dus bekoiften wü eindelijk volgens C^^): ' ' \ . 

Xiw(P"y — P O = — è N ./. M^. M' . r* Sin./L Cos.f^Cos.^. 
Daar nu verder . 

en yi»^»iy = a JfV k, zoo heeft 

men, volgens (ai )^ en (ae): r S \ 

Voeren wij weder, in plaati van X»V, X«V' en XwV", 
Qo, Q en Q' in, dan komt, volkomen op dezelfde wUze alt io 
S 4, eerftelljk: 

en ??»Q +ifQ'2f4' = -JN./.M'r».J/».i»Cw.|».ifr», 
en dan: 

Deze 
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Deze vergelQkkigeD Hemmen oyereed ihét^ie Targeigkiogen (i.i^ 
voor de bewegii^ des 'tols. De eerde en laatlte zijn geheel de- 
zelfde; maar in de cweede vindt men,' in plaata van dt groo«h«M 
U, evenredig aan Sin^f^p^ ^ne andere grootheid» e^éDfdMgmt 
Sin. (B Cos. jB, of aan Sim. s js/ ' G 



§ 14. 



V*: 



Stellen wij in de vergelijkingen (ia) ^^ro, dan' komt: 

Jf Q' = è r« Siu.fi ip + J r« aT/ü. >? O?/. >? Jf^. 
Dus is: 

, f Sin./f Coi.fi gq = —l^r»Cl^ + Cos.2/iy, ^, ' 
en, volgens de tweede vergelijking (a6), . V^; 

^.'•^(Ij)* + (Jl^)' = + AN./.M' r^CB + Cos.üfi:), 

Stellende weder» eenvondigheidsihalye » ^^ = || ^^■•■P» ^po 

2 ■ 
komt, op geiyke wijze als in $ 7, als men nog A voor ^K 

fchr^fc: 

A = Cos.fi . |f + (i-.iil^i».V>||'r 

m= Sitt.fi ^ + iSfm. fiCos.fi. ^, 

Duf ia 'A SkÊ.fi -^ mCos.fi = iS$m. i^ • vj » " . 

= Sim. fi .^: 
ifi 

Hieroic Sim.fi ^m^^ itBSim.fi = ASim.fi .dfi 

en » Sim. /^ = C — A CV/. ^. 

H 5 Alzoo. 
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(IÖ'+*C 



ffp .,.-, .,.. . JP* Ji,-£T^MiC:jH.Ti....: i . ■ .IVO 

Vader )• 

^4 3r» __ A — CCot.fi 

it St»,*fi -y*^ : • > 

*• ' ' 

De fonnnren vierzamèténcle hebben wQ Üo*: 

J|f\ ^ A— CCot.fi _ ^ 

Jf^ A~CCcS.0 . . 

Wanoeer men dez^ «icdnikkingen vergelijke mee de uicdrukkingeo 
^15) van deibeweginji een» tol»,' dan bHJkt, dat het eenlgeónrfer- 
fcheid io den vorm daarin beflaat^ dat in de laatlle vergelQking (37) 
'+€los.afii en in de laatfte vergeiyking (15) — Cos.fi ftaatj en 
wanneer men. in (15) a negatief neeipt, dan verdwijnt ookliet 
verfchil der tèskemf dezer cofiaQsfM. 



(I?) 



§15. 

Zy, ter bepaling der conftanten, véor /=:;.o{ 

dra wordt C^f, 

Az^fCht.if, 



d 



Ge- 
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OVIR DB BBWEOim tm IWV mOUipBNBW UNO, MHZ. IfS. 

Gevolge^)k 



■«»V/ /M.i 



t|7)= ■'• Sim.' f. • ,, -\tf) 

Het blQkt nit de fantfte oitdrokking» dat Aeed» . 

z^D moet, zoo dat ff-^ J "^ ftècd««egaüef wordt. De l^n éér 
kmoope» U das ttrmghof»/k. kenter moet ook 

of N /M' Sin.' #> 4 ƒ« . Ti»«f . i (/»+/»') Tang.^ifi' —^y, 

du. T.^.K.»W)<-^^^^^;j^;-j^^— . 

Laac^ xer bepiling vin l, het volgeodp g(^ev/eo z^o: 

De masfa der Aarde •.••== 9. 

Strarfl der Avdfi . '.. - .;, . «. -:^ ^ . 

Verrnelliiig in eene fécónde . •*= f. 

De masfa van den vasten rin^, tn é^poQ^. verenigd ^ = M', 

Afftaod van daar . • . . . m = ^,' '" 

yerfneUing ia ^ene «ftcondc , op d«B «flUml ^, r^ 

naac M' ...•.,.. r #-«*••<--, =^ G« 

JU W • 
danU ^: G = - : -. 

ctïdus ^' = « X ? x^. ;/ ' 

Nu hebben wij de fnelheid, welke eene masfa iP.un een lig- 

cbaam, op den afftand x, In i''^ mededeelt» voorgefteld door 

M' 
/• — . Deze Ihelheid is ook goiyk «in C: dfis 4» .: . . L 

das 



i'\-^t:T^ ö- 



i> » 
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du wotdt 




en 


/M' = g. «« . ^- 



- ttitt nog, om nog eene andere nitdrokking ce bekomen, * 
D^tle digtfield van den gr^ocen ri^g zQn, 
' D de digcheid der Aarde, . :' 

V'de ftratl vati ^eenen bol, van gelijken Inbond ali de 
vaste ring, dan is 

W /DA /i^V 

dns ook / M' = . (j) . (^^ • ^•. 

Men ziet, dat M'/ een zeer klein getal moet zijn, ten zU dan 
dat a zeer groot was, omdat a meer dan een millloen malen | g 
overtreft. 

Zij nn N = 4 ^ . — — -i , 

dan is |i' een getal , dat flechts weinig grooter dan i is. Dan komt 

».„.=,i.K.(^).(i)-.^^,,. 

rfira-m N/>r=i|(5:)(0'- 

Uit deze laattle nitdmkking volgt , dat de werking van geiffk- 
vormège ringen, van verfchiilende grootten, op den binnentten 
ring, zeer nabU dezelfde is*. 

Laat nn nog de kleine ring n graden in i" om wentelen, dan legt 
een pnnt op den aflland i van het middelpunt, in i" tijds, eenen 
weg af = -7- X a w; das is 

nw 
' '=Ï8^- . 



Alzoo bekomen 'wij- ten laatfte: 



A 



N/M' 3x90 fl (jy\ . g Ja\* R* I 

4/» 2 ■•» \D/"i'W '(R« + r»;* IT» 
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De waarde dezer nitdrakking is io hec algemeen zeer klein; z^ 
dezelve =f^« dan moec 

zyn, en dus moet ook fi'-^ fi fleeds zeer klein bleven. Hi^ft 
volgc, dat de helling van hec vlak des klejnen rings, op da^ van 
dep grooten , maar zeer geinig k^n yerandereia. _ ^ 

Stellen ,wlj weder fizzzfi'-^p, dan 14 p mede een zeer k4ein 
getal: wi) hebben dao» behoudende ^, 

Cos. fi =x Cos. fi' + ƒ Sii9. i?' — i ^* Cos. fi' , 
CosJ'fi—Cos^fi'=% p Sin. ^'fos.^' — p^ (JCos^fi'-^Sim.^fi'^^ 
{Cos.fi^Cos.fi*Y=p^.Sin.^*fi'. . 

Hierdoor wordt de laacde vergelijking (28): 

/|^" ü ^ ƒ a L /i Sin.fi'Cos.fi'.p'^ ( ! +*(ö^. V*— iWii^.«l^;)^»l 

= mp — $*.p\ 

Waaruit weder « even als in $ p, volgt; 

Wy bekomen dus weder, (lellende; 



srr 



1= — ' t/i+#(Cö/.v'— ^^«-vo. 

Hieruit volgt, dat alle veranderingen vtin /f Voorvallen in eéne 
periode, waarvan de ^ttur gelUk .is aan —, dat is, een weinig 

koner dan i . - — , of den duur eenèr halve omwenteling. 
n 

Wy hebben vervolgens, na jnet verwafrioözing van ^^ en #*, 

en 
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Waaruit ^^^-a-J . iCos.^' ['^-*»i('V^fij + cin/?- 
of *r?-^C(?^r|l>-J5f«.C//+%)| + (^»j^. (30). 

Öe gemiddelde waarde der veranderidg 'van ^ zal dos zflir, ht 
hét öödvartoop (r — O- ' • 

♦'— 1^ = — #.i.Cé?/.(r.(/' — O . . (30. 

• Steftén wlJ wedeif de conftanteó der vergéüjldngen (ap) en (3*0) 
gelQk nul, en » = ^ Sin, ff , nevens y^:^p^ dan komt : 

Een punt der ioodlljn, op het midden vin ded kleinen ritig op^ 
gerigt, befcbrijft alzoo, even als een punt van de as des tols» 
600^ Qivfgobrokepe rt) knomme lym^n, dk; «eer'^na n^t cycléiftlen 
óvereenftemmen. Deze cycloTden zijn, voor een punt èove^^cn 
ring, naar èoven gekeerd. ^' * V' 

£indelji|k hebben wij nog, even als in $ 9, volgens (37) 
en (28): 

en dos f -^ + ƒ 3*0>^.# =r./j:AH-0 • - <33). 

De fneiheid^ van^ we^itelldg des kj^iiienr rlngs ip éHts ^qpk hief* 
llandvastig. 

..•«>. ^ , j 7 — . 

§ 16. ^ • F. b 

, ZJ) W leen voorbeeld f = de foplljeid yan de wenteling der 
aarde om hare as, d|n is 

n = :;- = — • 

«4 X öo X 60 340 

20.000 000 _ 



,r SXpo^ , g _ 3ygP^Xa4o'x^>{K)2477 _ __^ ^., 

dus — • — = — « — M?9t9lf 

2n*.w a » X 20.000.000 



t ' 



Laat 
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OVia DE BBWBCmiG Vèn BSNW DKAAIIERttN UNO, UiZ. Ihyt 

lm% voorts de iMsfa M' vm den vaue» iHig ge^lt tQ» an it 
nwaih der Zoa» en Ittc R de gemiddelde aflUnd vao de/Aarde Me 
i2ie ZoD weaen» diui if ook D" de.diciheid der Zaa, m aV hebbed: 
DK _ I 

Diif woidti 

#= io9,ai X ^ X iP/ü.* (16^0^98), 

3»9ikSO 

;;= 0,00000008083. 

Mleti wy oog ^'5=ft3*a8' en i C#' + jf> = /l\ 
dan wordt 

7^iV. i (0f^fO < 0,0900002808} X «««.as* a8'X a»»&3*a8% 
of >?'-^i^<o^04»3i8.v 

jSU verder ^^^zz:i ipar = 3^5»^ X 94 X 60 x fo recood^A» 
dan komt, voor dn verplaatfi«s >*9a de Itfo der kiioopei»^ ^ dw 
ti)d viiD één jaac» «olgeos (31)2 

Zooveel zoude de knoopeo^ya, doos dif ifrerUog des grooM» ring^ 
op den kleinen^ ^rlljks cenig gaaa. 

Haddeu ^\) de masia vaa den, grpot^a liog gj^l^k aan dA^maiia dec 
maan gcinomeip, maar ook tevens R geiyJt aan den ^mUd^ldeo'. 

tfttanrf der maan, dan zonde -- nabij hetzielfcfe gefcteven ijij^, 

laiifir door de mm^9S9 digtMd der mvk zoiud^de iiitkoQat>i]|i# 
eq ^ ruim ^i wal^R gropce^ güWQideii zV^ar. da(, ia : 

^ -^^ <o"^i.^ ♦'-^*'ïf=^~ io( .9«£ep<W in éénc Jaar, . 

■§17. •'.■.. . 

. .1, ., . , , 

Het is opmerkelijk, dat de pootte vai) den kl^ipenripg gonq^. 
zaan goenen Invloed op de gevondime waarden van^ n*--, '-^^ 

en 7^ b^c, word^nd^ alieei^lUte; N eeni ^nmi^ ,iMrmwdcnl». 

als 
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•19 r merkeigk toeneemc. Hleraic volgt, c^, zoo wij in plucs 
Ttn deo kleinen ring, een masfief rond vhik onderReid hadden, 
de atckómfteo zeer nabij dezelfde zonden geweesc zi}n. Anders 
zonde bec gelegen wezen, wanneer wQ ook nog aan dk ronde 
vlak dikte zouden onderftellen; bUv/ aannemen, dat om het punt B 
eene eliipfoTde, draaljende om hare omwencelingt as, zich zoude 
bewegen. De veranderingen van ^ en fi zonden voor de ellipfoide 
minder zijn dan voor het vlak, en wel te minder, naarmate de ge- 
dunte der ellipfoide moer tot den bolvorm zoude i|aderen. De 
bot zoude door de aantrekking vtfn den ring geene wijziging in 
zQne beweging meer ondervinden, zoo als bij hét platte vlak of 
den ring. Maar^ onderfiellen wij, dat, i>ij voortgaande verandering 
in de gedaante des draaijenden ligchaams, de bol overging in eene, 
in de rigting der polen verlengde eïlipfoidCi dan* zodden de ver- 
anderingen van fi en ^ weder aanvangen, maar zij zouden van 
teeken 'Ver#isrêld zQn ; zoodat bij deze elHpfoTde , even als bij 
den gewonen tol, de verplaatQngen ' der knoopen lijn regiftreekt 
voortgaande zoude wezen; terw^iji %ij de afgeplatte etlipfoTde, 
even als dan, wanneer b^ den tólVltet Zwaartepunt onder het 
ftettnpunt ligt, die verplaaifing teruggaande is. 

Men kan de verplaatfingen van het vlak des kleinen rings door 
eene liantirekkirig van buiten, ook door eene proef aanwijzen. 
Laat men namelijk hec zwaartepunt ran den bliklcen ring (Flg. lo) 
met het ileunpunt A zamen vallen, en geeft aan den ring eeo^ 
fnelle draaijeude beweging, dan verandert, gelijk aangetoond is, het 
vlkk des ' rin^é lioch de as van (lelling. Maar nadert men nu met 
ééne der polen een^ magneetftaafs , 'hetzij bi] het hovende gedeelte 
linkx , hétzU bij het onderde deel vak deit^ draaijenden rtng regU, 
dan neemt terdond het vlak des rings eene beweging aan, waarbij 
de helling dandvastig biyft , maar de^ knoopenl^n zich teruggaande 
verplaatst. , Ingeval de ring géene* wentelende beweging bezat, 
zoude het uitwerkfel van het naderen eens ma£;neets geheel anders 
' z^i 'het punt van den ring, het naast bij dén magneet gelegen, 
zohde dab. zoo mogeiyk nog nader bij den magneet komen, f^^ 
den draaijeüden ring fchynt dit naaste punt, of liever deopvolg^de 
naaste punten , vleeleer van den magneet zich re verw^deren. ^ 

S i8. 
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§ 18. 

De overeenftemming van een en inder mee de bewegingen der 
atrde om haar middelpunt» valt no ligt aan te wijzen. Men weet, 
dat de aarde dagelijks om hare as wentelt; dat die as wel èffna 
evenwydig aan zich zelve blijft, maar niet volflrekt, beschrijvende 
in ongeveer 5000 jaren een kegelvlak om de as der polen van de 
ecliptica, en wel in eene aan de dagelijkfche beweging tegengellelde 
rtgtittg; maar men weet ook, dat de aarde afgeplat is aan de polen, 
en dat zij van buiten af door de zon wordt aangetrokken. De 
helling van den equator op de ecliptica blijft onveranderd, maar 
de punten van doorfnijding dezer cirkels, de evennachts- punten, 
hebben eene teruggaande beweging aan den hemel , fraecesfie of 
teruggang der evennachcen genaamd. Dit verfchijnfel , het eeist 
door HVPAKCBDS, aoo jaren vóór onze tijdrekening, vermoed, en 
door proLOMBua, 3} eeuw later, buiten twijfel gefteld, maar eerst 
door NEWTon verklaard, heeft geene andere oorzaak, dan eene 
geheel geUJkfoortige als de teruggaande beweging van de lijn der 
knoopen bQ den kleinen dng». of die teruggaande beweging by den 
tol, als het zwaarte*middel{flint (Fig. 10) onder het fteunpunt ligt« 

Befchouwen wij de aarde tijdens den zomer-zonneftand. Laat 
£ Q (P^S 13) ^c rigting des equatora z^n, ^P de as, en B Z 
eene lUn, die naar het midden der zon getrokken is. Dan is bet 
duidelQk, dat de aantrekking der zon, iets grooter z^nde op het 
nader bij gelegen gedeelte B Q dan op het meer verwijderde B £, 
moet tncbteo, om het vlak £Q in de rigting BZ te breo^n. 
Dit tonde ook werkelijk het gevolg dier aantrekking zijn , zonder 
de wentelende beweging der aarde om hare as. Bii) den winter- 
zonneftand , wanneer de zon zich in de rigting B Z' van de aarde 
bevindt, is het dreven van de aantrekking der zon hetzelfde, 
flechts wordt nu de helft £ B meer aangetrokken dan de helft BQ 
der aarde. In andere betrekkelijke (landen der zon en aarde heeft , 
gelijk ligt is na te gaan, nog hetzelfde plaats, flechts met dit 
verfcMl, dat dan de werking, om het ylak BQ in het vlak der 
ecliptica te brengen, minder Herk is, dan bij de zomer- en winter- 

I zonoe- 
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zonneftfndeD. Atleen het oogenblik , wanneer de zon zich juist in 
de evennachts-pnnten bevindc , is die werking geheel nml. No kan 
men, volgens eene lanmerking van la placb (^Expoption éu 
Jystème du monde, Chap. Xill), de gemiddelde mening der zon, 
att alle betrekkelijke (landen ,ce zamen, vergelijken mee de werking 
van eenen ring om de aarde , over welken ring de (lofmasfli der zoo 
verdeeld zonde zijn. Wij hebben gezien , hoedanig de nitwerirlng 
van de aantrekking van znlk eenen ring zonde wezen: dezelfde 
uitwerking moet dus ook, gemiddeld, de aantrekking to zoa 
hebben. De helling van den equator op de ecliptica moet fland- 
vastig Uffvèn^ maar de IQn van doorfaijding dezer vlakken noec 
eene remggaande beweging aannemen. 

Was de fflasfa der aarde in het platte vlak E Q vereenigd, dan 
zonde de terugrang der evennachts-poncen, door de vereenigde 
nfirerking van «zon en maan, jaarlijks gemiddeld ruim \f bedmgen; 
thans, nu de aarde afgeplat is, bedraagt deze terugj^g 4kchCB 51''. 

Men weet ook , dat de panten van doorfniJ4ing ^an den maiiis- 
weg met de ecliptica, de maans-knoopen, eene teruggaande beweging 
hebben; dat zij al zoo in 18 jaren S19 dagen 360^ ëoorloopen. De 
verklaring van dit vérfchijnfel rast op dezelfde beginfelen, het is 
namelf}k het refulcaat van de aantrekking der zon, verbonden m^i 
de wentelende beweging der maan om de aarde. De maan kan 
daarbij befchonwd worden als één punt van onzeo hieiiien dnal* 
jenden ring. 

Zoo ziet men, boe belangrijke verfchi|n(bleo aan den hemel* 
en de bewegingen van eenen tol» door gel^kfliorcige ooraaken 
gengeld worden. 
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OVER DE 

INHOODSBEREEENIKG EN DE BEPALIRG TAN HET ZWAARTEPONT 

EBNER UITGESTREKTE KLASSE TAR LIGCHAMEN, VOLGENS 

EENE ENKELE FDBIIULE^ EENE BUDRAGE TOT DB 

STBREOMETRIE. 



51- 

Vooreenigeh tijd werd m^ae aandacht QeveiiÏQd op zeker in 
1847 te Berlijn uitgekomen werkje, ten titel voerende : Ueber 
die Inhaltsberechiung der Körper^ noch einer einziger Formel, 
beaiieitet von w. iiaow8KT| Feuerwerker in der 7e ArtiUerié 
Brigade^ Het doel van dit geschrift is hoofdzakelijk, om aan te 
toonen , dat de verschillende formules voor de inhoadsberckeniqg 
der in de gewone meetkunst voorkomende ligchameni zoo mede 
der vaten met elliptische dm*genkromte| allen bevat z^n in ééne 
enkele formale, welke zich aldas laat voorstellen: 

Hierin beteekenen JB en G de inbonden van twee evenwijdige grens- 
vlakken of van de grond- en bovenvlakken, M den inhoud van 
bet middenvlak of van eeno evenwijdige doorsnede genomen ter 
halver hoogte, en h de hoogte van het ligchaam df den afstand 
der beide grensylakkent 

liet ié duidelijk , dat zoodanige formule niet voor alle ligchcgnen 
zonder* onderscheid , maar slechts vüor ecne bijzondere klasse van 
ligcbamen, strikt naau^hewrige nitkomstén kan opleveren, en er 
alzoo eenig wiskundig kenmerk moet' bestaan , waarnaar beoordeeld 
kan worden, of de naauwkenrige inhonda-berëkeoing van eenig 
gegeven ligchaam al dan niet volgens de opgégevene formule kad 
geschieden. 

De schrijver van het aangehaalde werkje echter j m^os inziens, 
in gebreke gebleven zijnde een dusdanig kenmeil aanr te wijzen , 
zoo mist layx arbeid hierdoor die volledigheid, waarvoor zij Vatbaa^ 

K 2 
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18* Mijne nasporiDgen omtrent dat onderwerp hebben mij niet 
alleen geleid (ot het vinden van het bedoelde kenmerk, maar 
tevens in staat gesteld nog eene groote verscheidenheid van 
door gebogene oppervlakken begrensde ligchamen te doen kennen, 
op welker inhoadsberekening de vorige ibrmnle even naauw- 
keurig kan toegepast worden. 

Het is mij bij die beschoawing daarenboven gebleken, dat er 
insgelijks Sene enkele formole bestaat, waardoor zich de ligging 
van het zwaartepunt bij eene uitgestrekte klasse van ligchamen 
naaawkearig bepalen laat. Ik heb gemeend den vaderlandschen 
beoefenaren der wiskonde geene ondienst te doen, door hon mijne 
onderzoekingen nopens eene voor de praktijk niet onbelangrijke 
zaak hier mede' te deelen, waartoe 'ik thans onmiddellijk overga. 

S2. 

Zij lx = ƒ y2f# z=jF(s) Hx de onbepaalde inbond eener vlakke 
kromme lijn tot vergelijking hebbende y = F(^). Het gedeelte 
X van dezen inhoud , begrepen tnsschen de as der abscissen en de 
ordinaten F(x)^ P{^+ h), heeft dan blijkbaar tot waarde 

Stellende de achtervolgende di£ferentiaal-qootiënten der fiinctie y 
door Fi («), F, (jt), enx. voor , zoo gaat de voorgaande formule over in 

h[P{s)+ihF, (*)+^A»F, {a>)+~h*F, {x) + }.(1) 

Na is 

F(* + A) = F{s) + AF. (*) + iA»F, (*) + j|-, A«F, («) +...., 
waamit volgt 

F(s) + 4F(« + iA) + F{s + A) = 

eF(*) + SAF, (*)+A»F, (*)+ iA»F, (*) + i A*F. (*)+.... 

en hierdoor Terandert de formule (1) in 

jr=JA{F(*)+4F(» + iA)+F(*+A)-5i5A»F»(4...}. 

Vafli men deze formule toe op kromme lijnen, welker verge- 
Jijkingen hegrepen zijn in den vorm y = « +^^ +7'* +^'*f 
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en voor welle dos de vierde en hoogere differentiaal -quotiënten 
verdwijnen, dan zal do formnle 

X = \h [F (ir) + 4/? (ir + \K) + 2? (:r + A)} . .(2) 
de waarde van' den kromlijnigen inbond X naauwkeurig voor- 
stellen; terw^l zq, in elk ander geval waarin y eene onafgebroken 
fanctie blijd tunchen de grenzen s en s + h, eene zeer be- 
naderde waarde voor dezen inboud zal knnnen opleveren, op 
welke laatate eigenaebap wij later znllen terogkoinen. 

$3. 

Indien eene kromme lijn, tot vergelijking hebbende y' =^ ^(^)» 
om de ai der 9 wentelt, zal de inbond F van bet omwcntelings- 
ligchaam, begrepen tnsaehen twee op den afstand h van elkander 
verw^derde evenwijdige doorsneden loodregt op die as, insgelijks 
naamoiewig nitgedmkt worden door de formnle 

r =iith{F(») + 4iF(* + iA) -h F(x + A)} , 
zoodra namelijk F{s) oi y* in den vorm a.+ 0j? -f- yjg* +is^ 
begrepen is. 

Noemende nn de doorsnede op den afstand », bet bovenvlak B, 
die op den aistand x + h, bet grondvlak G, die op den af« 
stand s + ^h o( ter balver- hoogte A, bet middenvlak Jf, en 
stellende de inbonden dezer vlakken door gemelde letters voor, 
dan beeft men, voor al deze omwentelings-ligcbamen , de eei^ 
vondige formnle 

F = ih{B + 4* -h C} . . . . . . («) 

Hiemit laat ziob onmiddell^k bet beslnit opmaken, dat deze 
formnle insgelqks geldig zal zijn voor elk ligcbaam , begrepen tns- 
scben twee evenwijdige doorsneden op den alsfand A, zoodra 
de inbond F eener willekeurige evenw^dige doorsnede, genomen 
op den afstand s van eenig pnnt, nitgedmkt wordt door eene 
functie van den vorm a + fis + ys* + ix* , of mét andere 
, woorden, door eene rationale functie van den eersten, tweeden 
of derden graad* In deze laatste eigenschap nu bestaat bet hiervoren 
door ons bedoelde kenmerk voor de toepasselijkheid der formnle (a); 

De lagere meetkunst levert ons eene menigte ligcbamen op, 
welker inboud door die formnle berekend kan worden. De 

K 3 
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priBma's van wiDekenrige grondvlakkeD venchaflBni daanran de 
eeoTOiidigtte toquisdog. Voor die soort Tan ligchameo is b]ij.k- 
baar A = Jf =s 6, das ^ = f A. 

Bescliouwen wij de afgdknotte piramiden , welier grond- en 
boTenylakken willeLeorige figuren xijn. Stellen wij a Toor den 
afstand van het boyenvlak tot den top ^ en ;r voor dien eener 
willeLeorige doorsnede T, evenw^dig aan het eerste vlak, dan 



s 



% 



heeft meui gelijk bekend is, Z = 17 X ^, Deze fanctie van 

den tweeden graad z^nde, zoo aal de inbond van het ligchaam 
mtgedrokt worden door ' 

r= ik{B + iM+ G). 
Het is gemakkelijk aan te toonen, dat deze en de bekende 
iannale met elkander oyereenttemmen. Immers, noemende twee 
gelijkstandige zijden van het grond^ en bovenvlak m' en m, dan 
is die der doorsnede op de halve hoogte k (m + m'). Hen heeft 
dos de ef^redighedeo 

B i G = m* i m'% B : Jf = m« : i(m + «iO*> 

waaroit volgt ^+ 4#+ G = ^ [l + (!!!^±!!!)* ^ 

_f2m*+2jffm' + 2m'«i ^,„ ^ ^^. 
= ®t m» ] = ^{S+0+i/BG]; 

derhalve is F = JA {B + 6 4- y'BG). ' 
Die overeenstemming bat zich ook aldos betoogen. Men heeft 

e = B (l±i)' «. « = i C-^^'> M«i«, 

= ih{B+ V/BG+ G). 
Alle scheeve afgeknotte kegels zijn dus insgelijks in dezelfde for- 
mole begrepen. Yoor geheele kegels en piramiden is J9 = 0. en 
Jf=i6idas r—\hxG. 



Vopr eede «pberischc schijf DEFG (Fig. 1, PI lil), zal de 
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(bnnnle («) mede Tan toepM8tog moeten zgoi dewijl uit de ver-! 
geljgking Tan den cirld y* :=: 2tsB — x^ onmiddellijk Tolgti 
dat de doorsnede T eene rationale fbneCie Tan dea tweeden graad is. 
Men stelle Oi = r, OB = a, BC = h, dan il 
6 = {r*^a^)w, jP = (r« — (a + A)*)T 
en Jf=(r*-{a + iA)*)ir-i(2?+ G) -h iA*»; 
das r=ih{3{B+6) + h^T] = ih{B+G) + lk*9r, 

hetgeen met de bekende fbrmnie orereenstemt 

2^ a + h .=;. fy alsdan Tecandert de scihijf in een segment; 
tot hoogte hebbende A. lndatgeyalis£ = 0, 6 = (2M— -A*)9r, 
^dos r=iA(2#* — A«)T4-S*»T = i»A*(3r— A). 

se. 

2^ as* -^ by^ =z ex de Tergelijking eener eBiptische panb(^ 
kade ABDC (Fig» 2), De inbond «^^ wiUekearige doorsnede T 
loodregt door .de as QD, op den afstand Ji ni\ den, top, beeft 

blijkbaar tot waarde « X l^— X Kt" = T i «ene ibnctie Tan 

den eerden graad. De dporsneden das evenredig aan den aistand 

uit den fop zijnde , zoo is if =: i(£ + Q 

«1 r =; |A{3^ + SÉ?} ~\h{B + G). 

Onderstellende dat 6 en jS op de afstanden et eb «t + A genomen. 

.. » «v n ^«* » « (« + A) T j 
snn, heeft men G = ; , B = — ^ r-^ — i dus 

p. cA (flt + jA) y 

jpS yl ^t 

Zij — 4- l^ + -j = 1 de vergelqking. eener ellipsoijd 
ACDB (Fig. 3). De inhoud T eener doorsnede , loodregt op de as^ 

der x^ hier nitgednikt wordende door -^ (a' — •^*) ff^i en alzoo. 

a ' 

eene fanctie van den tweeden graad zijnde | zoo heeft men, ter 
bepaling yan den hihoad der schijf, begrepen tosschen twee even* 
wijdige doorsneden I genomen op de afstanden » en 4S + A uit. 
bet middelpunt: 

C = ^ (a« - ««>, B = ~ (a* - (« + A)»)t, 

K4 
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Jf = ^ (a» - (. + iA)«)T = K2r+C) + i. 5***. 

Voor de gAede dlipMÏde i»S = 0, G=:0,M:= betr, 
A = 2a, du* F r= fm^. 

Besehoowwi w^ thans een itX, waanan de doigenkromte ABC 
(Fif . 4) elliptbeh is. Zij BE = a de halve spondsdieple , AD 
=: CF = £ de halve bodemsmiddellign , en de lengte of hoogte 
BF =: A; voorts a — Izzzv^ dan xal de inhoud van het vat, 
omdat hier S=zG z=. b^ip en M z=^ a^sr is, nitgedrokt worden 
door de eenvoodige fermnk 

F = \h{B + 2M)z=z iTA(2a« + A>), 

of V = iirh{20^M^-f>y}=h{{a-iv)^ + lv*}ir. 

B^aUien de doigenkromte paraboliseh ondersteld wordt, loodat 
B de top en de lijn BE de rigting der as aanwijst, lal de 
vergelqking der omwentelende krommei E tot oorsprong aanne- 

mende, nitgedrokt worden door s* szp{a *^y) ofy ^a*-— . 

P 
Be fonctie f' hier van den vierden graad zijnde, zoo bl^kt dat 

de formole («) niet naaiuwkeung maar sledits Ay benadering 
den inhond van het parabolische vat zal doen kennen* In dat 
geval heeft men voor het halve vat, 6 = a'4r,J7=(a — r)' w 
ea M =z (a '-^ Jt?)* sr, dos 

r—i. 5A»{a« + (fl — vy + (2a - if>y] 

en voor het geheele vat 

r=A{(a-{r)»+lt,»}r. 

Met hehnip der integraal-rekening, vindt men gemakkelijk voor 
den naanwkenrigen inhoud 

F = A{(«-it)«+ii»»}», 
waarvan het verschil met de benaderde waarde des te geringer 
wordt, naarmate v kleiner is in vergelijking van al Het ver- 
waarloozing van den tweeden term , geeft elk der drie voorgaande 
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fbrmnlesi de bekende ben&deringsfomiide voor de inliondsberele- 
ning der yaten Tan elliptische of parabolische daigeoLromte , 
namelijk F =: k{a — !«)*«•. 

$8. 

De aigeknotCe Tedhoekige piramiden vormen slechts een bijzon- 
der geval van dte soort van ligehamen, die door twee evenwijdige 
veelhoeken van hatzdrde aantal iqden n, en voorts door n tra- 
peda als opstaande zijvhkken bq[reasd zijn. De formole («) is 
mede op deze soort van ligchamen toepasselijk. Om zich hiervan 
te overtnigeny zoo laat de veelhoek ABGDEF (Rg. 6) het gnmd- 
vlak y en abcdef de projectie van het boventlak van zoodanig 
ligchaam voorstdlen. Na is het altijd mogel^k eenige zijden van 
elk dezer veelhoeken zoodanig te verlengen, dat daaniit twee drie- 
hoeken PQR en pqr ontsfadn , die onderling gelijkvormig zallen 
zijn. De overeenkomstige bijgevo^e driehoeken in beide veel- 
hoeken znllen insgelijks twee aan twee gelijkvormig wezen» ver- 
mits hunne zijden evenwijdige rigtingen hebben. Brengt men nu 
vlakken door deze verlengde en evenwijdige l^nen| dan wordt 
het ligchaam hierdoor met even zoo vele driehoekige afgeknotte pira- 
miden vermeerderd , als er driehoeken in het grond- en bovenvlak 
bijgevoegd zijn, terwijl het ligchaam zelve door die vermeerdering 
insgel^ks in eene afgeknotte driehoekige piramide overgegaan is, 
welker inhoud = F' zij; alle welke piramiden dezelfde hoogte h 
als het ligchaam hebben. • 

Stellen w^ de inhouden PQR en pqr ^ / en « ; de som 
der inhouden van de b^gevoegde driehoeken voor het grondvlak = A 
en voor hel bovenvlak jbc «. Brengen wij wijders eene even- 
w^dige doorsnede ter halver hoogte; zij F haar inhoud en S' 
dat gedeelte derzelvci hetwelk op de bijgevoegde afgeknotte pira- 
miden betrekking heeft. Stellende eindelijk de som der inhouden 
van deze laatste ligchamen = F' , dan is klaarblijkelijk 

maar F'=iA(/+4/'+f) en F' = JA(5-h45'+s), 
. derhalve ?'= iA{(/-. ^ + 4(/'— ^) + (t — #)), 
dat is r=lh{G + iM+B}, 

waarin wederom 6, £ en IT, het grond-, het boven- en het 
middenvlak des gegeven ligchaams beteekenen. 

K 5 
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5 8. 

Halen wij hiervan eene eerste toepassing op het In Fig. ff voor- 
gestelde b'gcbaam, tot grond- en bovenvlak hebbende een' regt- 
hoel. 

Laten a , & de lijdcn van het grond- en a' , b' die van het 
bovenvlak zijn; dan heeft men 

G = «6, jB = a'b', * = i(a + «O X 4(' + ^li 
dos F = lh [ab 4- aV + {a + a') {b + b')} 

= i A {(2a + o') 6+ (2a' + a) *'}; 
welke formule insgelijks geldig is voor eene afgeknotte vierhoiekige 
piramide. Immers, alsdan heeft men a : a' = vb: (' ^ 1: n, 
a' = «a, b' = ni, (a -h a') {b + i') = (n 4- lyab, 

F = ik.üb {1 +n^ +{n:i^l)^} =:ik.ab {l + n^ r^n), 
of F = ih{ab + yaba'b' -+- a'A'}. 

Voor b' = O, gaat het bovenvlak in eene r^e lijn £F over (Fig. 7) 
das-B = 0, Jf = J(a + aOX *Aen ^ = JA{2a + a'jA. 

De ribbe EF kan eene evenwijdige verplaatnng ondergaan op 
dcnzelfden afstand van bet grondvlak , «opder dat de inbond van 
hetligchaam hierdoor verandert. 

In het bijzondere getotl van EF zr AD, wordt Fzz^\kX oh^ 
De mhood van een driehoekig prisma wordt dus ook gevonden, 
door den inbond van een der drie lijvlakken met den balven air 
stand der tegenoverliggende ribbe te vermenigvuldigen. 

Bijaldien het grondvkk een trapezium h (Fig. 8), welks evenr 
wijdige zijden en hoogte door a , 6 en c aangewezen worden , heeft 
men jB= O, G=ic(aH-A) en J^= ie (i(a4-o')+i (*+*')}» 
derhalve F=5A(i(a4-fc)c+4(2a'+a-rHA)c}=:JAc(aH-i6+aO- 

Daar nu ^cA den inhoud eener doorsnede loodregt op de drie 
evenwijdige ribben voorstelt, zoo volgt hieruit onmiddell^k, dat 
de inhoud van een willekeurig afgekupt driehoekig prisma gelijk is 
aan een derde van de som der drie evenwijdige ribben vermenig- 
vuldigd met den inhoud eener loodregte doorsnede , even als zulks 
in de meetkunst nit andere gronden betoogd wordt/ 

$10. 

Om de formule {a) op een afgcknot rcgthoekig paralldopipedum 
(Fig. 9) toe te passen, neme men de zijvlakken DU en AG tot 
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grcmd- eq boTenvIaklen , en de ribbe AD tot boogte aan. Zij 
.nu AD = a, AB = ft, AE = A^ , BG = A, , CH = A^ en 
DF = A<^ , dan i« C = Jft (A, + A^), JB = Jft (A^ + A,), 
^= Jft (|(A, + AJ + i(A, + A,), Derhalve komt er 
Toor den inhoud van dit ligchaam 

r=|a* {i(A,+A,+A,+A,) + A, + A, + A, + A,} 

= ^Xi(A, +A» + A,+AJ. 

Daar de ponten E, F, G^ H in heUelfde ylak liggen, bestaat 

er toncben de irier ribben .A|, A,, A,, A4 de betrekking A| + A, 

= A^ + A4 , waardoor de voorgaande uitkomst Terandert in - 

F = aft X i (A, + A,) = aft X i(A, + A^). 
De inbond van dat ligcbaam is dos gelijk aan bet grondvlak AC 
yermenigTuldigd met een vierde van de som der vier opstaande 
ribben of met de helft van de ^om van twee dezer ribben die in 
hetzelfde diajgonaal«vlak liggen. 

S 11. 

Bij de beschouwing der BttgehoTde ligchamen, zal men gemakke- 
lijk inzien, dat ook derzelver inhondsberekening volgens de&rmnle 
(«) geschieden kan, zoodra zulks zoo wd met hel geheel als met 
het uitgeboorde gedeelte het geval is. Om hiervan eene enkde 
toepassing te maken, zoo laat de inhoud getraagd worden van het 
ligchaam, dal van een' halven bol overig blijd, indien deze door 
een cilinder van gegeven straal concentrisch uitgehold wordt. Zij 
AG (Fig. 10) de straal des bols = r, GE die des cilinders = r', 
BE = ^{r* — r'«) = A. Hier is no * = O, C = h^ir en 
*=(r»~iA»-.r'>)jr=JAV,dosF = 5Ax4A»T = 5A»jr. 
Voor het dubbele ligchaam 18^ = 0, 6=0enif=: A't, 
dus F= |A»ar- 

Het uitgeholde ligchaam is l^etzelfde als dkt, ontstaande uit de 
omwenteling des s^ments ABE om de lijn OG, 

$12. 
Sehalve de door platte vlakken begrensde ligchamep, die reeds 
hiervoreuQ behandeld z^n en tot het gebied der lagere meetkunst 
behooren, bestaat er nog eene klasse van door scheve vlakken be- 
grensde ligchamcn, welker inhoodsbcrekcning mede voor de toe- 
passing der formule («) vatbaar is, gelijk wij zulks thans door cenige 
voorbeelden zullen doen zien» 
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Flg. 11 stelle een ligchaam yoor tot grondvlak hebbende eenen 
driehoek ABC, en tot opstaande zijvlakken een parallelogram BE, 
eenen driehoek ABD , en het acheeye oppervlak ACED voortgebragt 
door de beweging eener regte lijn langs de ribben AD,CE en even* 
w^dig aan het grondvlak ABC, welk oppervlak , zoo als bekendis, 
tot de hyperbolische paraboloïden behoort Dit ligchaam kan als 
eene soort van Canóide beschouwd worden, waarbij de rigtlijn tot 
eene regte l^n overgaat. Snijden w^ het door een vlak evenwijdig 
aan het grondvlak en op den afstand s Tan de erenwijdige ribbe 
DE| dan is deze doorsnede abc een driehoek waarin bc = BC, en 
welks inhood staat tot dien van het grondvlak als ab tot AB. Men 
beeft dos de evenredigheid 

r : C = Db : DB = ^ : A of r =: X C. 

De fonctie T^alcoo van den eersten graad zijnde, zoo geeft de 
toepassing der formnle («) , als zijnde hier BzizO en Jf=i£r 
V = Ih X iG = iGA. 

De inhood van zoodanig ligchaam is derhalve gelijk aan het 
grondvlak Termenigvnldigd met de halve hoogte. Dezelfde uit- 
komst verkrijgt men door den driehoek ABD tot gnmdvlak en den 
afttand der evenwijdige ribbe CE tot hoogte te nemen. De gelijk- 
heid dezer beide prodaeten kan daarenboven met behalp der 
spherische driehoeksmeting gemakkelijk betoogd worden. 

Zij ABCDEF (Pig, 12) een ligchaam begrensd door twee even- 
w^dige driehoeken, ABC, DEF, een tnpeziom ADFC, en twee 
scbeeve vierhoeken BADE, BCFE (*), zijnde daarenboven 'de ribbe 



(*) Onder toheeven vierhoek verttaan wg hier en in hel vervolg het v 
soheeve oppervlak, beschreven door eene regte Ign, die lich beweegt langt x^' 
twee oTerataande en niet in hettelfde vlak liggende tgden eent vierhoekt , 
en daarbg evenwydig bigfl aan een vlak, dat door eene der twee overige 
tgden evenwijdig aan de andere gebragt it. Volgens eene bekende eigen- 
schap verkrijgt men dan hetielfde oppervlak, welke twee tegbnoverttoandé 
igden des vierhoekt, hierbg tot rigtigntn aangenomen worden, wooroit 
volgt, dal ook de doorsneden dg en ef (Fig. 12) regie Ignen aallen lijo. 
Zie onder anderen La Rot, Analyse appliqttée i ia Geometrie d iroie 
éimentionef 1 édit., pag. 118. 
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BE evenwijdig aan het vlak de< trapeziums. Snijden wij het lig- 
chaam door eenig tlak abc etenwijdig aan en op den aCitand s van 
het bovenvIaL, dan is Da : DA = Fe : FC = x : A. Stellende 

X 

nn AG := a, DF = b, dan is blijkbaar ac = ft +7- (a — - ft); 

h 

en aangezien de driehoeken ABC, abc, en D£F gelijke hoogten 

hebben , zoo tolgf hierait de evenredigheid 

r : U : 6 = ft + J (a — ft) : ft : a. 

De fanctie T is hier wederom van den eenten graad; voor 

AT zr }A wordt F= Jf^dos is JTs JB, of omdat G = -t.B i$, 

M ^ \ {B + G). Derhalve komt er voor den inhoud 
r = J*{5 + 2 (JJ + C) + C) = i*(* + C). 
Hen vindt dien inbond alzoo door de halve som van grond- en 
bovenvlakken met de hoogte te vermenjgvnldigen. 
> Het Irapezinm ADFC tot grondvlalTnemendey geeft elke even- 
w^dige doorsnede de% wederom een trapezium van gel^ke hoogte | 
zoo dat men heeft 

Y : G znèfi -Kfg : DF + AC. 
Is nn die doorsnede op den^tand x van de evenwijdige ri&be BE 
genomen , dan ziet men terend in , dat F wederom eene liinctie 
van den eersten gnu^d^^^^t. • Voor x zzz \h^u ^ =: ^DF en 
fg = ^AG, dos Jf>^ ^6 en JB =: O , waardoor men 'verkrijgt 
rLzih[G + 2G] =iCA. 
De inhoud van. dat ligchaam wordt dos tevens gevonden, door 
den inhoud van^^et trapezium met den halven afstand der even* 
wijdige ribbe Bt i^ vermenigvuldigen. 
'^' 

§ 14. 

Zij AG (Fig. 13) een ligchaam , begrensd door v^f trapezia AC , 
AFy BG| CH, AH, en eenèn scheeven vierhoek EFGH, zoodanig 
dat de vier opstaande ribben loodregt op het grondvlak AC staan. 
Men noeme deze lijnen, gaande door de punten A, B, G, D, 
respectievelijk a, ft , c, cZ; wijders de evenwijdige zijden AD, BC, 
«ii n; en A derzelver afstand of de hoogte van het trapezium ABCD. 
$nqden wij het ligchaam door een vlak abcd evenw^dig aan en op 
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een' afstand x yan het vlak AEDH. Deze doorsnede zal in8(;c1ijts 

ecD trapezium zIJq ^ waarvan elk der evenwijdige zijden ^ CTcn als 

de bazis ad door eene functie van x van den eersten graad oitge* 

drukt wordt. De inhond Y der doorsnede zal gevolgelijk eene 

fanctie van den tweeden graad zijn. Men heeft duS| het trape* 

zinm AU tot grondvlak nemende , Toor dat ligchaam insgelijks de 

formnle T = j A {J& + 4Jf + C}, 

waarin G :;=. \fn {a + d) ^ JB = i» (5 -h c) 

en Jf = i(m + H) {i (a + h) + \[c+d)} is. 

Derhalve 

r = ^^{m{a + i) + n{h'^c) + {m + n){a^b + c-\^d)], 

welke uitkomst volkomen overeenstemt met die, welke door de 

integraal-r^ening verkregen wordt-C^). 

Gaat het tmpl^nw in een' regtfaoek over, zoodat m = n wordt, 
altdan heefl men 

r = iAm X (o + A + o + J). 

In dat bijzonder geval is dus de inbond van het ligchaam 
gelijk aan het grondvlak vermenigvuldigd met een vierde van de 
aom der vier opstaande ribben. 

% 15. 

Er bestaan nog vele andere mee^ samengestelde, door scheeve 
vierhoeken begrensde ligchamen, waai^an men ziobi door ontbin- 
ding in andere n^eer eenvoudige, gemakk^ijk overtuigen kan^ dat 
zig mede in de . toepassing der formule (^) vallen. Het zaV vol- 
doende zijn de navolgende voorbeelden hier aan te voeren. 

Fig. 14 stelt een ligchaam voor, begrensd door twee even- 
wijdige driehoeken ABC, D£F, een parallclogram ABED, en twee 
schceve vierhoeken BEFC , ADFC. Trekkende Ff evenwijdig aan 
B£| en uit f de lijnen CA, fB, fC, dan laat zich het ligchaam 
verdeelen in drie andere van gelijke hoogte, namelijk een drie- 
hoekig prisma , en twee conoïdische ligchamen reeds hiervoren 
{§ 12) behandeld. De formule (0) voor elk dezer ligchamen af- 
zonderlijk geldende, zal dus ook op het gansche ligchaam toepas- 
selijk z^n, en men leidt hieruit gemakkelijk af, dat zijn inhoud 
gelijk is aan het product van de halve som der grond* en boven* 
vlakken met de hoogte. 

n Zie I.R.SGBnn-, Üijfw. on inttgr, rckemug, 2e druk, bladi.387. 
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§ ie. 

Het wigTormig ligchaam in Fig. 15 Toorgcsteld en begrensd 
door het vierhoekig grondvlak ABGD het parallelogram BCEF, de 
driehoeken ABE, DCF, en den scheeven vierhoek AEFD| verkeert in 
hetzelfde geval. Immers blijkt genoegzaam uit de inzage der 
fignnr, dat het ligchaam verdeeld kan worden in een driehoekig 
prisma, eene driehoekige piramide, en eene conoïde door het scheet c 
oppervlak begrensd. Ve inbond laat zich das uitdrukken door de formule 

Om de waarde van M te vinden , decle men de zijden A.B, CD 
des grondvlaks midden door in a en d , dan zal de vierhoek aBCd 
de grootte van M voorstellen. Trekkende nog de lijnen ag, dg 
baar het midden g van C6, dan heell men: 

pamUeiogn'Ca = J paralleiogr. CA, 

drieh. agd t=:^i drieh. ÊlGB, drieh. C^d z=z i d$ieh. CGD, 
vraaruit volgt M z^ \G — ^ drieh» CGD. Den inhoud yan 
dezen laatsten driehoek = /^stellende, heeft men, volgens de 
vorige formule, 

y = \h[G-\i]\ 

Zi) nog AB = p, CD = 9, hoek BAD =tf^ Aoeil ADC = ^, 
dan kan de inhoud ook aldus uitgedrukt worden: 

Y = \h{G ^ipq &n. (« + P)j, 

S 17. 
Zg AF (Fig. 16) een ligchaam begrensd door twee evenw^dige 
driehoeken ABC, DEF, en drie scheeve yierhoeken ABED, BCFE, 
ADFC. Hen trekke uit de hoekpunten des bovenvlaks drie even- 
Wqdige l^nen Dd , Ee en Ff tot op het grondvlak, en vereenige 
yervolgens de punten d , e en f , zoo onderling als met de drie 
hoekpunten A, B, C; dan laat zich het Cgdiaam' verdeelen in 
vier andere , ie weten : een driehoekig prisma en drie vrigvormige 
ligchamen van dezelfde soort als die welker inhoud reeds in ^ 10 
onderzocht is. Elk dezer ligchamen alzoo in de toepassing der 
formule («) vallende, zal men voor het geheele ligchaam, even als 
Toor eeno gewone a%eknotte driehoekige piramide, mogen stellen 

f^t= U{G 4-iB H- 4if], . 
waarbij na eeniglijk overig blijft d& waarde van Jfuitde gegevens 
te berekenen. 
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§ 18. 
BeichoQwen wij nog een ligchaam , welks grond-* en boven« 
vlakken twee regthoeken zijn^ loodr^t staande op de lijn, die 
hunne middelpunten vereenigt^ doch waarvan de overeenkomstige 
rijden ecnen cekeren hoek met elkander vormen. Zij ABQ) 
(Fig. 17) het grondvlak, O cija middelpunt, abcd de projectie 
yan het bovenvlak , ^ de hoek tosschen de zijden AB en ah be- 
grepen» Be vier overige zijvlakken van het ligchaam zijn scheeve 
vierhoeken, welker projectiën op het grondvlak door de figuor 
aangewezen worden. Na knnnen wij het ligchaam op de wiyze 
van Fig. 16 verdeden in een regthoeb'g prisma, tot grondvlak 
hebbende abcd, en in 'vier aangreniende wigvormige ligchamen. 
Stellende dan AB = a, BC = &. ab = a', bc = b', 
Aa = Cc = />, Bb = Bd = g, voorts Koek aAB = «^ 
hoek bBA == |3, den inbond der vierhoeken ABba = CBdc = /« 
en dien der vierhoeken BCcb = ABda =z F , eoo zal, inge- 
volge het gevondene in ^ 16, de som van de inbonden der vier 
wigvormige ligchamen tot waarde hebben 

2 X ih{I+r — \pq Sin. (« + p)) 
= ik {ab — a'V — ipq Sin. {» + (3)}. 
Hierbij optellende den inhoud o'5'A yan het inwendige regt- 
hoekige prisma, dat abcd tot grondvlak heeft, zoo verkrijgt men 
Toor den inhoud des gegeven ligchaams 

Y = ik {ab + a'b* — ipq Sin. (« + (3)}. 
Er blijft thans slechts overig den, tweeden term in functie dec 
bekenden a, fi, o', 6' en^ uit te drukken, hetgeen aMus ge- 
schieden kan. 

Uit de figuur zelve laat zich het navolgende stelsel van vei|;e- 
lijkingen opmaken: 

q Cos, P 4- p Cos. % =z a — o' Cos. , 
q Sin. P -¥- p Sin. a =: b — b' Cos.(P, 
■ q Sin, P — p Sin. x nz a' Sin.4>, 
q Cos. P — p Cos. X =z ^ b* Sin.^; 
waaruit verder volgt, door vermenigvuldiging 

g* Sin.p Cos.fi + p* Sin,x Cos.x + pq Sin.(x + fi) 

= oA — (ai' + a'b) Cos,(p + a'b' Cos.^ ^ 

9« Sin.p Cos.p + p* Sin.k Cos.x —pq Sin.{x + p) 

= — a'b* Sin.*4>, 
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cn door afhtUing 

2pqSin.{a + fi) = ab'\^a'b' — {ab' + a'b)CM.0. 

Deriialve is s 

r = ih{ab + aV — I (öA + a'4') + f (ai' + a'b) Co$. (p), 
of r = iA {2ab + 2a'b' + {a'b + ai') (7of. (^}. 

Voor ^ :^ O, vindt men 
F=|A(2(oi+a'i')+a'i+a6'}=iA((2a+a06+(2a'+a)6'}, 
hetwelk , zoo als het behoort, met de nitlomat van ^ 9 ▼ollomen 
OYereenstemt. 

Voor = 90o, komt er 

F = I A {2a6 + 2a'6'} = | A {ai + a'i}. 

Bij dezen stand van het bovenTlak loopen zijne zijden wederom 
etenwijdii; aan die tan het grondvlak. De zijvlakken blqven 
echter schee ve vierhoeken , en uit dien hoofde- is de laatste nitkomst 
TerschiUend van die, welke men verkrijgt door in 5 9 a' en i' 
met elkander te verwisselen. 

Het ligchaam welks inhoad wij thans in functie van den 
hoek $ gevonden hebben , kan beschonwd worden als dat van 
Fig* 6 in eenen verwrongen toestand , waarbij het boyenvlak om 
zijn middelpant gedraaid en een' hoek ^ doorgeloopen heeft ^ 
terwijl de opslaande ribben regtlijnig gebleven zijn. Die inhoad 
zaly blijkens de voor F gevondene fonctie, verminderen naar- 
gelang de hoek ^ grooter wordt , en alzoo zijn minimam bereiken 
voor (p = 180«. 

5 19. 

Ook in het meer algemeene geval waarin de evenwijdige grens- 
vlakken Teelhoeken van hetzelfde aantal zijden, en dé* overige 
zijvlakken scheeve vierhoeken zijn , zal men de (ormnle («) van toe* 
passing kannen maken, dewijl het Itgehaam, door het verdeelen 
dezer veelhoeken in driehoeken, in even zoo vele andere ligchamen 
▼erdeeld kan worden , die door driehoekige grond- en bovenvlakken 
'en seheeve vierhoeken begrensd zijn , en die elk in het bijzonder in 
het geyal van 5 1? verkeeren. 

Het is echter niet noodzakelijk dat de beide veelhoeken, welke lot 
grond- en bovenvlakken strekken , hetzelfde aantal zijden hebben. 
Onderstellende dat er in het boven vlak n zijden minder zijn dan 
in het grondvlak , dan zullen er n scheeve vierhoeken in driehoeken 

II« DlBL , He Stck. L 
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overgaan. Hen geraakt alzoo tot deze meer algemeene uiduNUit. 
De inhoud V9n elk hgckaamf M evenmfdtge grond- enbaveH- 
vlakken hebbende twee veelhoeken van een willekeurig natUal 
Meiden, en overigeHê begrensd door driehoeken ^ vlakke en scheeve 
vierhoeken, kan berekend warden door de/ormulo 
V = ih{B -^ 4if-h C). . 

520. 

Om yan deze soort van ligchamen insgelijls een enkel voor- 
beeld te geven , stelle men zich een ligchaam Yoor tot grond- 
vlak hebbende een' regel matigen zeshoek , tot even^jdig bovenvlak 
een' gelijkzijdigen driehoek , en wijders tot grensvlakken drie 
gelijke vierkanten, en drie gelijke gelijkzijdige driehoeken, alle 
welke figuren pp gelijke Iqnen beschreven zijn. Laat AB = a 
(FTg. 18) de zijde vaahet grondvlak o( van den zeshoek ABCDEF 
voorstellen; en abc de projectie van het bovenvlak. Uithoofde 
van den symetrieken vorm van het ligchaam , worden de drie op«> 
staande vierkanten geprojecteerd volgens de drie gelijke regthoeken 
Ab, Cc^ £a , en de drie opstaande gelijkzijdige driehoeken volgens 
drie gel^kbeenige driehoeken BCb, DEc en FAa, waarin elke 
hoek aan de bazis 30° is« ' Men stelle de inhouden van elk dezer 
regthoeken en driehoeken = / , t , en de hoogte des ligchaams 
= A. Uit de figuur volgt terstond 

G z= 62? = J? + 3 (ƒ + f), du* / + t = {B. 

Zig w^ders A'B'C'D'E'F' de projectie van het middenvlak M, 
dan is drieh. B'C'b = it\ enregth. A'B'ab = \I; deriialve 
M = B + i{il + ii) = B + UI+{) + il=JS+iB+il, 

of m = dB + il. 

Maar Bb = ia|/3, / = iaV3 en JB = i^VS zqnde, 
ZOO" heeft 'men I =1 ^B, en dus éJf === 131?. Derhalve 
F = J h{B + 13* + OB) = ^fBk = êo*Ai>3, 

of, omdat h = |/^(fl* — f a*) = öJ/I is, 
V=ia^l/2. 

$21. 

Beschouwen wij nog het geval waarin het ligchaam tot grond- 
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vhk heeft een' villekearigea Teellioek AfiCD....(Fig. 19), en 
vaarhg het bo?enyIak in eene r^e lijn AfB' overgaat , die gelijl 
en etenwijdig is aan eene der iqden AB des grondTlals. Laten 
G', D',,., de snijdingsponten aanwijzen van die Ign A^B' met 
irlakken gaande door de boelponten G^ D.... erenwqdig aan 
eenig willekeorig tlak door de ribbe BB' gebragt, en nemen w^ 
tot grensvialken aan, het parallelogram AB', en de scheeve vier- 
hoeken BCC'B', CDD'C'. .., Zij verder abod.. ,, de doorsnede 
ter halver hoogte, dan is het gemakkelijk te bewijzen, dat men 
zd heU>en Jf =^ \G. Immers, trekkende pit G', D\,.. de 
lijnen C'£, DT*..., evenwijdig aan BB', en snijdende ab in 
de pnnten e , f. • • ., en nit c, d. . • ., de lijnen ec' , dd', . • ., 
mede evenwijdig aan BB', dan zdlen de veelhoeken Bc'd'.,.-»^ 
bed. • . ., gelijk en gelijkvormig wezen. Daar wijders Ec' = ^EG, 
Fd' = ^FD, enr. is, zoo vindt men hierait terstond MT =: ^G. 
De inbond van het ligchaam heeft das tot waarde 
F = jA {C + 2G) = iCA. 
Deze uitkomst ; onafhankel^k zijnde van het aantal zijden des 
gïondvlaks, zoo zal de voorgaande fonnnle eveneens gelden, 
bijaldien 9e veelhoek in eene willekénrige kromme lijn, en het 
ligchaam alzoo in eene conoïdo ovei^t. De inhood eener 
eonoïde , door een parallelogram begrensd , is derhalve gelijk aan 
het kromlijnige grondvlak vcrmenigvaldigd met de halve hoogte. 

J22. 

Het voorgaande zal, naar wij vertronwen, voldoende zijn om 
te doen zien welke aifgcstrekfe toepassing in de stereometrie te 
maken is van de fonnnle 

F— ih[B + 4M^ G]. 

Wq zullen thans overgaan om op gelijke wijze aan te topnen» 
dat er ook eene groote verscheidenheid van ligchamen bestaat, 
welker zwaartepunt zich door ééne en dezelfde formule laat bepalen. 

Onderstellen wij wederom dat de ligchamen door twee even- 
wqdige vlakken op den afstand h begrensd zijn. Zij T =,/(«) 
de inhoud eener evenwijdige doorsnede, genomen op den afstand » 
van het bovenvlak, dan zal de afstand X van het zwaartepunt 
des ligchaams tot dit laatste vlak , naar de bekende gronden der 

L2 
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fltatica , uilgedraLt wordeo door de formole 



X = 



/ 



Yi% 



\% nvL Y van den vorm « + ^^ + yj;^^ dan wordt xt eene 
rationale fanclie van den derden graad , en men lal derhalve, 
ingevolge het m j[ 2 betoogde, mogen stellen 

y^"+'W=:J*{;r/(,)+4(s+iA)/(«+iA)+(4r+*j/(«-hA)> 
en dos 

J^xYÜ = iA{2A/(iA) + A/(A)) = \k*{m 4- C}. 

o 

Voort» h f'' Yix — r = \h (J -h 4Jf + G], 

■^'"'" ° ' = »{rTiïTêl ^ 

Deze formule is nu blijLbaar van toepassing op al de hier- 
voren door ons beschouwde ligchamen , als zijnde T voor elk 
derzelve eene rationale functie van den eersten of tweeden graad. 
Rekent men den afstand X van een vlak evenwijdig aan het 
bovenvlak en op den afstond at boven hetzelve gelden , dan 
heeft men meer algemeen 

r - ^ + (4« -f 2A) Jf + (4g + A) C ..^ 

^- B + AM^G • • -^^^ 

Be formules (fi) en ifi') laten zich beiden even gemakkelijk 
in het geheugen prenten. Men zal namelijk opmerken, dat de 
termen van den teller uit die van den naemer afgeleid worden » 
door deze respectievelijk te vermenigvuldigen met de afstanden der 
vlakken Jff, Jf , 6 tot het vlak van telling. 
Sij het gebruik der laatste formule, zijn die afstanden 
«, « + \h, « + A, 
en bij het gebruik der eerste 

O , iA , A. 
Indien C ) £ is , dan ligt het zwaartepunt beneden de hellV 
der hoogte, en wel op cenen afstand 
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De plaats Tan het zwaartepunt is echter door eene der Toor- 
gaande fimndes niet volkomen bepaald, termits men daarenboven 
eene lijn behoort te kennen, waarop het zwaartepont gelegen is/ 
hetgeen bij Telen de» hiertoren Termelde ligchamen met weinig 
moeite te vinden is. 

$23. 

Voor prismatische ligchamen is B=. 6 = JT; das Xz:z A , x^ = ^A. 

Voor piramiden is i? =r O en Jf = iC dos X:^ A.|^ = jA. 

Voor eene afgeknotte piramide heeft men; de gelijkstandige zijden 
van grond- en bovenvlak wederom m en m' noemende , 

A ^ ' f (*» + «»»')» + 2w* \_,^f im*+2m'm+m'* \ 

d«^- ** tm»+«'«+{«+«')» J ~* l m» + «m' + «'» / ' 

Toor het ligchMm in Fig. (6) Toorge<feld,i heeft men (5 9). 
^ = o'b', 6 = 0*, Jf = i (o + a') (i -t- ft')» 

do, JT' = 4* { (2a+V)l + (^' + a)t' } ' 

$ 24. 
Verandert het boTen*Iak in eene legte lijn efenwijdig aan het 
groodrhdc , dan herleidt xieh de fimnole (|3)r tot deze : 

terw^l de afstand van het zwaartepunt tot het grondvlak zal uit- 
gedrukt worden door de IbrmtUe 

^ — *'4Jf + G' 
Nemen wij tot voorbeeld het afgelootte driehoekige priima (§ 9). 
Hier ia 6 = |e (a + *) en 4M =: |c (a + £-f-2a')- Diu 

L 3 
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m op deielfik wijie lul zich de ifsfaiid van het twaartepunt 
lol elk der overige zijvlakkeD bepalen. 

Yoor de eonoïde van Fig. 11 {$ 12) heeft men 6 ==: 2tf , 
dos A:^ = {A. Bg deze soort van ligchamen ligt alzoo het zwaar- 
tepont op een derde der hoogte boven het grondvlak. 

Voor het ligchaam in Fig. 12 voorgesteld iS| wanneer men ABC 
tot grondvlak neemt (§ 13), M =. i {B + G)-, derhalve 

^ = ** iG + 2 (J + G) + i?) =S*{GTrS/ 



X 



= ^' + ** = **{* + *GTi}- 



Nemende daarentegen het trapeziom ACFD tot grondvlak aan, 
dan heeft men jB = OenJf=|&; derhalve 

'=*{§^!='- 

Het zwaartepunt ligt dus tevens op | der hoqgte van de ribbe 
BE boven het grondvlak. 

Yoor het ligchaam in Fig« 18 voorgesteld , heeft men {§ 20) 
= eB, M=^B, 2? + 4Jf + e = 20«, 
dos A7 = {A. 

Het zwaartepunt ligt derhalve op | der hoogte boven het 
grondvlak. 

$2S. 

Dur het zwaartepunt bij elk omwentelingsligchaani op de as 
zelve gelegen is, zal de jniste Ugging van dat punt eeniglgk met 
bdiulp der formule (|3) kunnen bepaald worden, zoodra de ver- 
gdqking der omwentelende kromme bq{repen is in den vorm 
y = yX» + fis + fs^y 
Yoor eene spherische schijf is reeds vroeger {§ 5) gevonden 
B + iM+6 = i{B+G) + A«»j 
derhalve is hier 

^' = ** {i{B + e) + *»,}' 

of, stellende G = R*x ea B = R'^Wf 

{R* — R'* \ 
3 («» + R'») + h*i' 
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b A' = O, CO dus iZ> ^2rk -^ h*, dan LomI er, ^oor 
den afstand Tan liet zwaartepanti fan een tpberitck aegment 
beneden de iialfe hoogte^ 

2r Al 

2g A sr r^ dan is AT' = jr. Bg een' halven bol ligt der- 
halve het zwaartepont op | van den straal boven het grondvlak; 
welke uitkomst ook onmiddel^k algdeid kan worden nit de foramie 

2* 

waarin dan ff'= r*» en Jlf =: Jr»» = |C is. 

Volgens het gevondene in $ 6, heed men voor eene schijf 
eener elliptische parabdotde, M =: i {B + G), dos 

en omdat 6 : JB = « : » + A , komt er 



^ = »*^ + 2rïi}- 



Gaat de sch^f in een segment over, dan wordt « zr O, en dus 
r=iA; 
het zwaartepont ligt dos op | der hoogte (berekend vanden top^ ^ 
Voor eene schijf eener ellipsoïde heeft men, ingevolge § 6, 



r=i*l 



G — B 



3 (G + ^ ^- ^ A»,J 

bc 
Voor een elliptisch segment wordt J= Oen G=—(2aA — A*)sr, 

waamit volgt, even als voor een.sphensch segment gevonden is, 

Bg eene halve ellipsoïde ia dto het iwaartepnnt, even als bij 
eenen halven bol, op } der hoogte boven het grondvlak gelegen. 

§26. 
Het. is gemakkelijk in te aien, dat de (brmnle (j3) ook hare 
toepassing vindt bg nitgeholde ligchamen, zoodra zalks zoo wel met 
het geheele Itgchaam als met het utfgeboordc gedeelte hef geval is. 

L 4 
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Bctchonwen w^ , even ab in § 11 , het gefal van een' halven 
bed door een cilinder oonoentriach ni^ehold. Men heeft alsdan 
B = Oy 6 = h^9r, M = |A>sr = |6 en deihalre 

het zwaartepont is dos gelegen op } der hoogte boven het 
grondvlaL 

Voor een tpheriach of elliptisch segment, dat door een' Legd 
▼an hetzelfde grondvlak en dezelfde hoogte nitgebooid is, zal de 
formule O), waarin nu gelijktijdig B = O en 6 = is, 
terstond^ doen zien, dat het zwaartepunt van het overfalijvettde 
ligchaam op de halve hoogte gelegen Js. 

§27. 

Om insgelijks een paar voorheelden te kiezen uit de door 
scheeve oppervlakken begrensde ligchamen , zoo strekke daartoe in 
de eerste plaats het ligchaam in Fig. 13 voorgesteld. 

Alsdan is ($ 14) 
Sz=:in{b + e), 6z:z\m{a + d}eaM=il{m+n){a+b+c^d)i 
dus komt er 

* lm{a'^d) + n{b + c) +{m + n){a ^ b ^ c + dn 
▼oor den afttand «van het zwaartepunt tot het vlak BO^G. 
Is m =: f», dan verandert de voorgaande uitkomst in 

Nemen wij in de tweede plaats het ligchaam in § 18 behan- 
deld (Rg. 17). Volgens het aldaar gevondene Yerkrijgt men, 

A* G B 
«iet toepassing der formule JT = -j^ x = — , voor den 

afitand van het zwaartepunt heneden de halve hoogte 

X> — ia( «» — «'»' 1 

~ ' l2a* + 2a'6' + {a'b + ab') C<m.0 ]' 
Indien <^ =r O is, venndert deze nitkomit in 

^ - 1 J "^ - «'»' 1 

~ ' l2 («* + a'b') + ab' + a'b]' 
even als reeds vroeger ($ 23) gevonden is. 
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Voor = 90^ , lomt er 

Bij de conoïdiiehe li(|[chanien van den Torm io § 12 beschoQwd| 
M= iG lijnde, loo is AT = |A. 

$28. 

Ten slotte dezer toepassingen zal het niet overbodig te achten 
^ijn, hier nog bij te Yoegen, dat de beide fonnnles 



V = ih(B + 4Jf + 6) 
2M+ G \ 



Jf = h 



\B + iM 

terent alt benaderingtfonDnlen kannai gebroilt worden, om met 
eeoen Toldoeajeii graad ran naaafleorigheid den inhood en het 
nfaartepnnt te ttepalen van elk irillekenrig ligchaam, dat tustclien 
twee erenw^dige vlakken besloten i». 
Te dien einde verdeele men den afitand k deier beide grensf 

vlakken in een even aantal n gelijke deelen », ioodat a = - is, 

f» 

en noeme de inhooden der door de opvolgende dedpnnteo gebragte 
erenwijdigo doorsneden, te b^'onen met het voorste grensTU, 
respectievelijk I^f J| , I%» • •In» 

Na zal de intiond der schijf, begrq>en tasschen.de vlakken /^ 
en fji op den afstand 2« van elkander vervr^derd, bij benadering 
kannen aitgedrnkt vrorden door 

i«{/o + 47, + /,); 
die eener volgende schijf, begrepen tasschen de vlakken I^ en f^, door 

i,{/. + 4/, +ƒ»}, . 
en op gelijke w^ze Yoortgaande, vindt men eindelijk voor den 
inhood der laatste schijf . • 

i« {4.^a + 4/^-1 + /^}. 

De som dezer partiële inhooden geeft alzoo voor den benaderden 
inhond van het gehede ligchaam, de fermnle ^ 
F==}«(Jo+4J,+2/,+4/,+2/,+. . :2J«-2+4X.-i+/„),..(A) 
welke, onder den navolgenden vorm geschreven 
r=i»{/o+/iH-2(/,+J,...+/^)+4{/,+J, . . .I^x)} . . .(B) 
den bekenden regel van Siepsoit voor de inhoadsberekeniog der 

ligchamen oplevert. 

L 5 
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Men neme namelijk de som Tan de ibhonden der beide even^j- 
^^S^ grensTlaUeni felle daarbij op het dubbel van de som der 
inbonden Tan de doorsneden , gaande door de deelponten Tan evene 
ranfioide, en ToorU m^ bet viervoud Tan die der doorsneden, 
gaande door de deelpnnten Tan onevene rangorde. Het product 
dezer som, met een derde Tan den afttand der opTolgende door- 
sneden, zal den inbond Tan bet ligcbaam opleToren; en zdks met 
des te boqgeren graad Tan naaawkenrigbeid , naarmate n of bet 
aantal doorsneden grooter wordt genomen. 

Bijaldien de beide grensTlakken TerTallen, neemt de laatste 
(brmnle dezen meef eenTondigen Torm aan: 

F=|«[/,+/4+/«-2 + 2{/j+J, +...ƒ«- 0}. 

Ontstaat bet ligcbaam nit de omwenteling eener kromme om 
de as ' dter abscissen , en noeoat men de ordinaten lot de deelpan- 
ten der as beboorende, acbferrolgiens jfo, y^ , f%*^'fn, dan 
gaat de algemeene formole (B) oTer in 

r=|« (y t+y «4.2(yj|+y J+..yi.,)+4(yï+y J..+y,«^,)} • (B') 

5 29. 

Door éene gel^ksoortige handelwijze lant zich ook het swMrte* 
pmit Tan bet ligcbaam bepiden. Noemende wederom X den af- 
stand Tan dat pnnt tot bet TOorTlak J^, ^^^ ^^ ^^ &^^^ ^'^"■^ 
db som der momenten dor bierToren besdiouwde declen des lig- 
ehaams ten aanzien Tan betzeUde Tlak. 

f 2 JT + e 1 

Volgens de formule X = h{— ^^ ^ r, heelt men, toot 

bet moment der eerste schijf begrepen tnsscben /q en /, , ^ 

I »*{2I, + f,} = W {<t./o + 4./, + 2/,}; 
Toor bet moment der Tolgende schijf 

i«« (2/, + 3.47, + 4/4}; 
en Toor de OTerige schiJTen, achterTolgens; 

|«« {4/» + 6.4/, + 6/,), 

H«» {9/. -I- 7.4/, + 8/,}, 

efM., en«., 

W {(* — 2) i«-z + (« - l).4/.-i + nln), 

waaruit door optelling a(gelei4 wordt 

VJf=|««{4/,+2.2/,+3.4/,+4.2/4+5.4/,+...(ii-l)4/„-i+n/„} 
en wijders 
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l /o+4/j+2/,+4/,+ 2/,... + 4/«^i + /. l"*^^ 
Het loopt terstond in het oog, dat de teller nit den noemer dezer 
break afgeleid irordt, door de termen Tan dezen laatsten respecti- 
veltjk te vermenigraldigen met die der aritlimetische reeks O, a, 
2«...n«, dat is met de a&landen der achtervolgende doorsneden 
tot het Yoorvlak Iq; en hieruit laat zich dos voor de praktijk een 
eenvoudige regel opmaken ter berekening van X, welke ook de 
gedaante van het ligchaam zij. 

Bgaldien er geene platte greasWdcken bestaan, en dos /^ = /n = O 
iS| verandert de vorige formole in de volgende: 

^-•1 /o+2/,-h/,+2/,...+ 2/„-i ƒ ' • -^^^ 

waarin de teller op gelijke wijze als in de fermnle (C) nit den 
noemer wordt a%eleid. 

Voor een omwentelingsligchaam gelden dezelMe jEwmnlen, met 
verandering slechts van / in y'ir, even als in $ 28. 

S 30- 

Hen zal gemakkelqk inzien dat, wanneer men in de formolen 
(i) en (C), I overal door y vervangt, de eerste alsdan bq bena* 
dering den inhoud doét kennen 'eener willëkenrige vlakke kromme, 
besloten tassehen de ordinaten yo» yn op den afirtand A, en de as 
der absdssen; terwijl de tweede den afstand van het zwaartepunt 
dezer figoor tot de ordinaat yo, ea das ook tot de as der ordi- 
naten leert bepalen. De afttand van dét punt tot de as der ab- 
sdssen laat zich thans met behulp van het theorema van Güldzit 
mede bepalen. Stellende namelijk dien afstand = F, dan geeft 
de vergelgking 

2Tr X Inh. = F, 

^ "^ 2y ^ Inh.' 

z^nde F de inhoud van het omwentelingsligchaam door de kiomme 

voortgebngt. Men heeft gevolgelijk, op grand der fonDQnl^(B'), 

f y; + 4yï+2yl+4yï.,, + 4y>,,^+yi j 

~ l yo + 4yi+2y,4-4y,,..+4y„-i+y„ j' 
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waardoor na de liggiDg van het xwaaiiepant d^ Iromlijoigen in- 
hoods Tollomen bepaald uu 

De formolea (B) en (D) vorden ook door Ettilwiiv^ in het 
Itte Deel zijner SUüiekfetUr Körper, 2e druk, bladz. 202 en 
203» obchoon onder een minder algemeenen voraii medegedeeld., 
en zijn aldaar uit andere gronden afgeleid. 



VAICHBIPT. 



§31. 

Nadat de voorgaande bijdrage reeda aangeboden en ter opname 
in de werken des Genootaehapa bestemd was, ben ik, door de 
Triendelijkheid van een' migner geachte medeleden den Heer 
L. J. Ulmar, opmerkzaam gemaakt geworden op een stok, 
voorkomende in het Arehiv der Maihetnaiik und Pkifêik, 
10 Tv., 3 HiFTy onder het opschrift: Xleber einen allgem e it um 
Lehnat* der lüereametrie , medegedeeld door den uitgever Prof. 
J. A. GiUHBiTy en insgelijks ten doel hebbende, een betoog 
met eenige toepassingen te leveren der hiervoren behandelde 
formule voor de inhoodsberekening van tosschen twee cvenwgdige 
vlakken begrensde ligchamen. 

Dit het aangehaalde stok , welks inbond mq vroeger geheel 
cmbekend was, is mg intnsschen gebleken, dat het betoog des 
schrijfers niet alleen zeer verschillend van het mijne, en ook 
minder eenvoudig is, maar zich daarenboven eeniglijk bepaalt tot 
het geval, waarin de inhoud der doorsnede door eene rationale 
functie van den tweeden graad voorgesteld wordt. Ik heb hierbij 
tevens tot mijne bevreemding ontwaard, dat zulk een verdienste* 
lijk wiskundige als Prof. Giuhibt niet ingezien heeft, dat de 
formule evenzeclr geldt, bijaldien de bedoelde functie tot den 
derden graad opklimt , en er in dat geval geene afzonderlijke uit 
meer termen bestaande formule gevorderd wordt j zoodat deze ge- 
leerde evenmin als de Heer i. Baix te Berlijn (wicn oogUns de 
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eer toekomt , de formale het eerst bekend gemaakt en op enkele 
Itgehamen toegepast te hebben) er in gethagd achnnt, de voorwaarde, 
waaraan de geldigheid der formale verbonden is, namêwkeurig 
te doen uitkomen {*). 

Daar wijden de verhandeling van den Heer GtüiiBat geene 
toepassingen bevat op ligehamen door scheeve oppervlakken be- 
giensd, en bovendien geene melding maakt van het bestaan eener 
gel^ksoortige formule ter bepaling der ligging van het zwaarte- 
punt , zoo vertrouwen wi) , dat onze voorgaande bijdrage , ook na 
de bekendmaking der aangehaalde verhandeling ^ als geen' nutte- 
loozen of overbodigen arbeid zal mogen beschouwd worden. 

§32. 

W^ behooren evenwel niet onopgemerkt te laten , dat de 
schrijver zijn betoog ook m zoodanigen vorm voorgedragen heeft, 
dat daarbij geene kennis der integraal-rekening ondersteld woidt; 
en zulks bepaaldelijk met het luflfeUjke doel , om de stelling in de 
onderhavige formale opgesloten ^'^ uithoofde van haar nut in het 



C*) Zie hier intuischen hoedanig de tdirgTer over den nhM éêê 
Heeren A. Btu oordeelt. Na opgemerkt te hebben | dat 'het gesehrill 
Tan den Heer LxaowsKY ten aaniien der wiskundige strengheid veel te 
wenschen oferUat, en bg hetf^een eerstgenoemde reeds bekend gemaakt 
liad , niets belangrgk» gevoegd heelt ; wijders, dat de Heer Biix de for- 
mule niet algemeen betoogd, maar slechts bg wg«e Tan inductie ge- 
vendan heelt, laat hjf lioh aldus uit: 

Jtueh êokêiat mir Hêrr Beix étm Sais noch nicht oiuf èêinen wakren 
jiuêdrück Murückge/ührt und die eigcntlicken Bedingungcni unter. 
dênen t alMn guitig tst, nachgewiesên mu haben^ was m«> «o/A- 
wendig mm sêyn êcheintj wênn der ware Werlh und die wahre Sedeu- 
twng deraelben^ eowohi in theoretieeher ale aueh in praktischer Bedeu" 
iung^ gehMg hervorgehohen und in *e Licht geetellt werden eelL 
Ich werde mir daher erlauhen dieeen der Au/merkeamkeit gewie eehr 
werthen Gegenetand in der vorliegende Abhandlung einer gans neuen 
Vntereuchung mu unterwer/en , und in jeder Beaiehung in eein geho^ 
rigee Licht zu etellen^ namenilieh auch den Satz omf eeinen wahren 
JtuedrOck mu hringen und die eigeutliehe Bedingung eeiner Güliigkeit 
noch MU weieen euehen, 

Wg louden echter bescheidenlgk van oordeel tgn , dat de aanmer- 
kiDgen van Prof. GaünsST, in de aangehaalde regels vervat ten nadeele 
van den Heer Baix, ook grootendeels op sijne eigene ondénoekingen 
konden toegepast worden. 
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werldadtgCy iogaing te doen vinden in het elementaire, onderwijs 
der iteceometciei bqsmderlijk aan zoodanige inrlgtingen, welker 
strcLLing meer van 'praktiachen of tecliniachen aaid ia. Doch ook 
in dat geval is de door hem ingeslagen weg^ naar het ona voor» 
komt f geenszins de eenvoudigste; vooral niet, wanneer de inhoad 
der doorsnede door qene rationale fanctie van den derde» graad 
uitgedrukt wordt. Hoesten w^ de bedoelde stelling in een elemen- 
tair werk over de ligchaamsmeting opnemen, dan zonden wij haar 
aldas • voordragen en bewijzen : 

Indien eenig ligckaatn door tioee evenw^dtge plqUe plakken 
van wiUekeurigen vorm begrensd ü, en de inkoud eener even* 
tptfdige doorsnede , genomen op eenigen afstand x van een dejser 
vkkken , uitgedrukt wordt door eene rationah eerste- , tweede* 
of derde-magtsfunctie van den ajstand m p dan za} de inkoud 
van Moodanig ligckaam gevonden worden^ door ket Mesde deel 
van . de koogte of van den afstand der beide grensvlakken , te 
vermenigvuldigen met de som van de inkouden dezer vlakken , 
verm^rderd met viermaal den inkoud eener evenw^dige door-, 
snede ter kalver koogte; dat is: de inbonden van het grond- ^ 
boven-, en. middenvlak door 6, jB en if, en de hoogte door k 
voorstellende , dan zal men hebben 

. Ink.z=F=z§k{B+G + 



§ 33: 

Laat, om zulks te betoogen, de hoogte A in een aantal van n 
gelijke deelen a verdeeld, en door elk der deelpnnten eene lood- 
regte doorsnede gebragt worden. Stellen wij den inhoud F eener 
doorsnede, op den afttand x, in het algemeen door F{s] voor (^}| 
dan kunnen de inhouden dezer f» — 1 doorsneden achtervolgens 
aangewezen worden door 

F(«), F {2a), F(3«),.../'(n-.l)», 
en die der beide grensvlakken door F {0), F {na) of F (A) ; 

zijnde hierbij « = -. 



{*) Het il hierbji onverschillig , of de afstand 4? geteld worde van 
een der grensvlakken , dan wel van eenig punt buiitn of bitiMen het 
ligchaam gelegen. Immers F (ar) verandert hierdoor niet van aard , en 
men kan altijd een deier beide laatste gevallen tot het eerste lemgbrengen, 
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Na is de inhond V blijkbaar gelegen toMcben de Mipi der 19» 
wendige priama'si die de doorsneden jF(0)^ i^(«)|. • «F (»—l)«r 
tot grondvlakken en m tot boogte bejiben , en de som der nitwen- 
dige prisma's tfie.de doorsneden F («), jP (2«),...F (na) tot 
grondvlakken en dezelfde boogte « bebben. Men kan alxoo F 
bescbonwen als de limiet, waartoe elk der producten 

«{J^(0) + ^W + ^(2«)-.-+^(« — !)«)• . .(a) 
« {F(») + i^(2<r) + F{3*) . . ,. +iJ'(iw)) . ; . (b) 
meer en meer nadert, naarmate » kleiner oF bet aantal gelijke 
deelen n grooter genomen wordt ' Het komt er alzoo sledifs op 
aan om de waarde dezer limiet te. yinden, in de onderstelling 
dat men beeft 

jp («) s= A + BiT + Cap* + D#* , • 
welke limiet alsdan erenzeer gelden zal voor de gevidlen-y ^Aarin 
da^epJlOpiënten G, D,;éTk a&mdè^lgk of gel^kï^^ njol wordeii. 

Blijkbaar kan men bjertoe «teneder.lieicle aitdfokliinfei^ ^S^^. 
naar welgotallen , gebnuken, dewyl. zij elk in bet byzonder tot, 
de bedoeUe limiet nader^, V<^e9is de li^st# heel^men To<ir. 
den inbond van bet ligcbaam 

r = Lim. ^ {a + B« + C«« + D«» 

+ A + B. 2» + C (2«)« + D (2»)» 
+ A + B. 3« + C (3»)* + D (i«)» 



+ A + B. «« + C {mY + D {mY I . 
Stellende, ter bekorting , 

1 + 2 + 3...+ n = 5(ii), 

1 + 2»+3«.,+. ii«= 5(n>), 

1 +2»+3\.+ n»= S{n^), 

zoo kan de vooi^aande tfitdrakking , na vervaDging van » door -, 

ook aldns gesebreten worden: 

^=i:.V.A{A+B^)A+C^,,^D^,,} ^ ^ (^, 

Om na nog de limieten der brcnken — v- 1 — 'r-^ t — V^ 

n* «» «* 

te vinden y namelijk de waarden welke deze breoken verkrijgen in 
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de onderstelling Tan n = oo , heeft men fOor de «erttei loo a!« 
bekend is,' 

,(.) = !±fi>. d„ ilÖÜ = »p±i) = ,(. +1) 

en Lim. S (n) = J. 

Wil men de waarden Tan S («i'), S (n*) hier niet als bekend 
aannemen , zoo kan men stellen 

S (n>) = öfi* + hn^ + en, 
yaacait onmiddellijk volgen sou 

Litn. — —^ = a : 
n' 

en om dan dezen eoëiBciënt a spoedig te bepalen , kan men aldus 

te w«rk gaan. SefariJTende n -»- 1 voor », zoo hee(lt men 

^•>)-a((«-l)»)=i.»=a{-M«-l)*)+*(«*-(«-l)»>K» 
in welke vergel^king men, bij de ontwikkeling fan hel tweede lid, 
eeniglijk zal te letten hebben op den coefficiëot van n*, vennita 
de overigen nul worden. Die vergelijking geeft dan terstond 
fi* = 3an* I 

en dos Ltm. — —^ = a = L 

ft' * 

Op gelijke wijze stellende 

S (n») = on* + ftn» + cfi> + (fti, 
heeft men achtei^volgens : 

iwm. — ij—' a= a , 
n* 

J?(n»)-5{(«-l)») = n» - a (»*- (• ^ !)♦) +«,., 

»• = 4an» , 

en doi it». — ~-^ = a = 4. 

Hieidoor geelt de fonnule (c) Toor de jaiito «aarde vaa den 
inhoud, F SS h{k + iU + ja» + iDA») . . . (d) 
No is: F(0) = k, 

F (i*) = A + 4BA + ia» + JDA», 
F (A) = A + BA + a» -H DA' , 
«aarait aFgcIeid wordt 
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F{0) + iF{ih) 4. i?(A) == ÖA + 3BA +• 2CA» + f DA», 
of * + 4Jf + G = e{A + iBA -t- §C*» + *DA»}. 

Deze aitlomst met de formule (d) vergelijkende, vindt men on- 
middeDqk F = ih{B + iM + G), 

waardoor de stelling op eene elementaire w^ze betoogd i». 

sa*. 

Het laatste gedeelte van het Toorgaande bewijs had ook| indien 
men znlis yerkiesscl^k acht, in dier voege kannen ingerigt worden, ^ 
dat men zich daarbij ten onderzoek voorstelt , de waarde van F 
nit te drukken in eenê fonctie van den vorm 
h {pB + qM + rö) . 

Alsdan kan de bepaling der onbekende coëfficiënten p, q, r op 
de volgende wijze geschieden, In de eerste plaats is het klaar | 
dat p en r aan elkander gel^k znllen zijn , vermits het bij de 
inhondsberekening onverschillig moet wezen, welk der beide gfttks- 
vlakken tot grond- of bovenvlak aangenomen wordt. Hierdoor ver- 
andert F in 

h{p{B + G) + qM}. 
Schri]vende nn voor V, B, G en M honne reed^ hiervoren opge- 
gevene waarden in fonctie van A, dan komt men tot de identische 
vergelijking 
p (2A+BA-HCA» +DA»} + g {i. + j^BA-h iW 4- |DA>} 

welke de navolgende ter bepaling van p en g\ oplevert : 
2/1 + g = 1, p -h ig = i, /i + ig = 5, f + |g = J. 
Deze vier vergelijkingen, die met elkander overeenstemmende 
zgn, geven p =: g, g = }, en wijzen alzoo de mogelijkheid 
aan, om den inbond V in eene functie van den aangenomezi 
vorm uit te drukken. Men heeft derhalve 

V = ih{B + iM+ G} 
of F = §A{F(0) 4- 4>(iA) + F(A)}, 

even als vroeger. 

§ 35. 

In plaats van deze laatste formule, vindt de Heer Guüicebt, 
Ile DiiLj I« Stuk. M 
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ZOO alt reeds hiervorcn opgemerkt is, eene andere uit vier termen 
bestaande y te weten: 

F = ih {F(0) -h 3F(|*) + 3f(JA) + F{k)}...{e) 
en zulks door eene Trij omilagtii^e aoalysis, welke inderdaad als 
niet zeer geschikt te achten is, om daarvan, bij eene elementaiie 
behandeb'ng; der zaak, met vracht gebroik te maken. Die formnliv 
waarvan de toepassingf steeds minder eenvoudig is dan de vorige, 
kan nogtans op eene even gemakkelijke wijze als deze laatste be- 
toogd worden. Men stelle namelijk: 

F==k {pF{0) 4- qFiik) + rPiih) + *F(A)}, 
dan is het wederom duidelijk, dat, aangezien elk der belde 
grensvkkken als oorsprong van telling kan aangenomen wordep, 
de coëflBciënten der beide uiterste termen , even als die der beide 
middelste, gelijke waarden zullen hebben, en men alzoo stellen mag 
F^k {piF{0) + ƒ•(*)) + qiFiik) -h F(| *))), 

Sduij^^ ^'^ ^^ ^^^^^ ^^^ f{j^) ^ f{i^) i^ve waarden , 
afgeleid uit die van 

F{h) = A + B* + a» + Bh\ 

dan komt men tot de identische vei^gelgking 

p{2A + IW + C*« + DA»}+y{2A + BA + JC4*4.JDA»} 

wdke ter bepaling van /i en 9 geeft : 

2p + 2g = l,/» + y = i,p+ f9=i,p-*-f9:p:ii 
dus j9 =: I en 9 r= ), waardoor de juistheid der fi>rmule (e) 
bewezen is. 

Bij de toepassing dezer formule onderstelt men , dat de hoogte 
des ligchaams in drie gelijke deelen verdeeld is, en de in- 
houden der door de beide doelpunten loodregt genomen doorsneden 
bekend zijn. 

$36. 

De voorgaande beschouwing heeft; ons thans tot het meer 
algemeene vraagstuk geleid , om , ingeval de inhoud F eener 
willekeurige doorsnede door eene rationale nd^magts-functie van s 
voorgesteld wordt, en men de hoogte A in h geKjke deelen 
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verdeelt,' al«<]an den inhoud V des Hgcliaams oit te drukken door 
het product der hoogte met ecne functie van de inhouden der 
beide grent?Iakken en der evenwijdige doorsneden gaande door 
de n — 1 deelpunten. 

Het zal onzen lezers , naar wij Tertronwen, niet ongevaUig 
zijn^ indien wij hier noj eene algemeene leerwijze .laten y^Igen, 
waardoor d(it Traagstok voor alle geheele waarden van n kan 
opgelost worden (*). 

Te dien. einde onderscheiden wij twee gevallen ten aanzien 
van n. Dat getal kan namelijk even ot. oneven cijn. 

Ie Gbval. fi = 2m. 

Het aantal doorsneden is alsdan oneven , en zoo men de beide 
grensvlakken mederekent, bestaan er ^ ter wederzijde der doorsnede 
gaande door het midden der hoogte , (welk punt wij hier. (p| oor- 
sprong tan telling aannemen) m verschillende doorsneden. Laat 



(*) Voor 100 veel de vlakke inhouden van kromme Ignen betreft, 
vindt men het vraagstuk reeds op eene algemeene wgie. opgelost in 
o^ ten jare 1837 door de 1* kkuse van hét K, N, Institumt uitge- 
gevene verhandeling , getiteld : Theorie des earaöteneiiques meplififéeê 
danê Panalyse mathénuUique » pag, 25 et eeq. Door in de aldaar ver- 
kiegeno nitkomsten , voor de lengten der ordinaten de inhouden dqr 
doorsneden ie suhttitueren , worden die uitkomsten op de inhouds- 
beiekentng van ligohamen toepasselgk* De oplossing , welke vr^ t)ians 
mededeelen is echter van dien aard, dat lij geensiins de kennis onder- 
stelt der hgiondere theorie i die het onderwerp van gemelde verhande- 
ling uitmaakt I en alioo meer algemeen^ ui Mtmnen begrepen worden. 
Wj hebben aldaar tevens opgemerkt, dat reeds Nawnw sioh.met.deae 
besehouwiug besig gehouden heeft , dewjjl xijne Methodue differetUüUü 
den juisten regel bevat, doch sonder bijvoeging van eenig betoog, om 
den inhoud eener kromme door middel van vier ordinaten te berekenen ,- 
lerwgl na hem Gons dat ondenoek voortgeset heeft tot op het geval 
van elf ordinaten; waarbg vervolgens door Snauna, voor het geval vaneen 
oneven aantal ordinaten, nog eene correctie tafel is gevoegd geworden, 
ten einde daarvan als benadoxings hulpmiddel gebruik, te maken. Creen 
deser twee laatste wiskundigen schijnt intusschen het betoog igner formu- 
les, waartoe nog al omslagtige berekeningen gevorderd werden, bekend 
gemaakt te hebben. Wg lien hieruit dat ons onderwerp verre af is van 
nieuw te lijn. Eene dgemeene oplossing des vraagstuks is echter, voer 
zoo veel wij weten , nog door geen' wiskundige gegeven. 

H 2 
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nu de rei dezer opvolgende doorsneden naar rangorde voorgesteld 
worden door 

F-m , x-m+i > . • • . • y»! , Yq , Yif • . • • • Tm'i , -Mm f 

en de algemeene waarde van Tp door 

Y = F{x] = ao + a^s + a^w* H- a„*«. 

De getallen-coëfficiënten, waarmede twee termen Y^p^ Yp in 
de te bepalen functie zullen aangedaan zijn, moeten ou wederom, 
om redenen reeds vroeger aangevoerd , gelijke waarden hebben , 
zoodat men voor de overeenkomstige coëfficiënten naar dezelfde 
rangorde, zal kunnen stellen 

De oplossing van ons vraagstuk komt derhalve neder op het 
bepalen dezer coëfficiënten , in de algemeene vergelijking 

A {^oro-i-^,(j.,+F.H-^,{r.,-|.r,). . . . +^«(r.«+r„)} 



/!>' <•>• 



Zij « = - = ^— de afstand van twee opvolgende doorsne* 

den, dan is vooreerst ' . 

V^J Y}!x:==3ila^'^ 

Wijders heeft men, omdat Yp = F(p«) is, in het algemeen, 
'Ap {Y.p+Yp) '=:2Ap {oo+aap'a^H-a^p*»*. . • -Hi2«p^»^} \ 
en hierin voor p achtervolgeiis l,2,3...m schrijvende, en de 
uitkomsten substituerende in hef eerste lid der vergelijking (1), 
bekomt men , na behoorlijke rangschikking , eene uitdrukking van 
den vorm 

A{Jïo«o + B^a^t»} -h iB,«4«*...+ J»mÖjm«*'«}, 

welke, voor alle waarden van a^y a^ , a,^^^^.a2m identiek moe- 
tende sijn met de hiervoren opgegevene rei voor F= / Ttx^ 
tot 'de -navolgende uitkomsten leidt : 

2m+ 1 
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De waarden van B^, £| ,.. .^m laten zich met weinig moeite 
uit de hiervoren vermelde sobstitotiën opmaken; en hierdoor zal 
men tot bet navolgende stelsel van m -f- 1 vergelijkingen geraken : 



o ' 



.. . .(«) 



^l4-22i"^,4-3a«^,.«+lf|2«^m = i. 



m 



2m 



2i»i+lV 



waaniit in elk bijzonder geval de getallen -waarden der m + 1 
ooëiBciënten 4^ knnnen berekend worden. 

5 87. 

Alvorens tot eene toepassing dezer vergelijkingen over te gaan, 
achten wij het niet onnnttig hier nog eene andere wijze van be- 
schonwing mede te deelen, waardoor men het voorgaande stelsel 
(«) langs eenen meer eenvoud igen weg verkrijgen kan. 

Daar namelijk de coëfEciënten A onafhankelijk zijn van die , 
welke in de nlgemeene waarde van IT = F{x) voorkomen, zoo 
moet de vergelijking (1) evenzeer gelden , voor het geval waarin 
elk der coëfficiënten a^^ a^.,.an gelijk nul, en dos F = a^ 
wordt ^ als wanneer ook T^ p == y^, = Oq; en verder 



F = / Yix z=z aji wordt. 



Hierdoor nu gaat die vergelijking over in 

h {Jo + 2Ji + 2^j. . .+ 2Jm) Oo = a^h, ' 
of . i^o + ^i •+■ ^i---+ ^« = 4, 

welke dezelfde is als de eerste der vergelijkingen («). 
Voor F :=: a,J7* , heeft men 
r= \ha,m^cc\ r^ = 0,r^p + YpZ=:2a,pU\ 

dus 2A {^i+2*^j+S *^, . . .-hm^jém) a^%^=\ha^m^x^, 

M 3 
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of ^i+2»^j4-3>^,...+ m»^«=:i.— . 

Op gdgke wigze komt er, voor Y = a^w^ 
r = |AaX«S To = O, r-,;, + r;,= 2a4p*«S 
2A(^i +2*.rf, + 3*^, . . . + wi*^m}a4«* =fAa^m*tfV 

dos ^i-l-2*^, + 3*i^,.,.+m*^« =*-'5'^ 

en zoo voortgaande tot aao Y = aimX^^ zal men achtervolgens 
al de vergelijkingen van het <te]<el («) bekomen. 

$38. 

Nemen wij thans tot voorbeeld het geval van n z=: 4 of m = 2, 
zoo heeft men , behalve de beide grensvlakken y Y^^ , Y^ , nog 
drie op gelijke a&tanden van elkander verwijderde doorsneden of 
tosschenvlakken Y*— j , Yo> Y|. Ter bepaling der coëiBciënten 
A, hebben wij dan op te lossen de drie vergelijkingen 

ïJo+^,+A=\. ^,-h4^,=|, ^,+16//,=;. 

Uit de beide laatsten volgt onmiddellijk 
12A = f;, du. ^, = 1 . en^. = I _ L* = ;i. 
en uit de eerste, 

Derhalve komt er voor den inhoad 

r = ^{i2ro + 32 (r., + r,) + 7(r., + r,)}. 

De zoo even gevondene formnle kan onder anderen dienen ter 
berekening van den inhoad eens ligchaams, voortgebragt door de 
omwenteling eener parabolische kromme, tot vergel^king hebbende 

y :rz a + bx + es* ^ 

en zulks om de as der s of om eene daaraan evenwijdige as. 

Is die kromme tevens symetriek ten aanzien van de as der y^ 
dan zal de formule kunnen herleid worden tot deze: 

^ = 4t1«^o + 327. +7r.}. 
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Hen neme bijv. het reeds in § 6 vermelde vat met parabo- 
liflche daigenkromte , voor hetwelk aldaar gevonden is 

dan heeft men , omdat pv = ^k* i» , 
Vo = o*» , 

derhalve 

F = i{6a» 4- 32 (a — i»)» + 7 (a — •)*) » 

of F = * {46a» — 30ar + Ör») t 

hetgeen met de aldaar opgegevene vaarde geheel overeenstemt. 
Ile Geval, n z= 2m H- !• 

S 89. 

Het aantal doorsneden nu even zijnde , zal men « het midden 
der hoogte wederom tot oorsprong van telling aannemende , de rij 
van de inhouden der doorsneden knnnen voorstellen door 

waarin de beide uiterste termen de grensvlakken zijn. De coëfli- 
dënten voor twee doorsneden op gelijken afstand dezer vlakken 
gelegen, wederom gelijke waarden hebbende, zal men thans moeten 
voldoen aan de vergelijking : 

»(A.(y.i+rj)+-i.(r.|+r()...+J.(i'.i.+ri.)) 

=^'>'" '^> 

In de bepaling der coëfficiënten A knnnen wij thans naar de 
laatste der hiervoren verklaarde handelwijzen te werk gaan. 

M 4 
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Zij dan eerstelijk F = a^ , das T = OoA , dan verandert de 
vorige vei^eltjking in 

2A \Aq + ^1 . . . .-f. Am] «o = Ooh, 

waaruit volgt A^ + Ai -f- il« = J. 

Voor Y = a,4F* , wordt 

r = fa. (^)* = |a,*.(|)\ 
das 

of, na herleiding 

3 
Op gelijke wijze voortgaande, zal men voor het geval van 
» = 2m + 1> het navolgende stelsel vergelijkingen, ter bere- 
kening van de coëfficiënten A, verkrijgen:. 

Aq+Ai+A^ • • .+-4m = i , 

i 

Ao-hi^A.+S^A^ . . .+n^A„ = J.!^. 

Om ook van dit geval eene toepassing te maken, zoo stelle men 
n = 5 of m = 2 , dan zijn de op te lossen vergelijkingen deze : 

waarait op de gewone wijze gevonden wordt 

^o — Ï44' ^1 — 96» ^> = 288' 
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5 40. 

Ten eincle ons vraagslok zoo algemeen mogelijl te bebandelen , 
Uqft ons nog oTeiïg de eindvergelijkingen («), (|3) op eene alge- 
meene w^ie op te lossen , en alzoo de formoles te doen kennen , 
vaaidoor elk der ooefBdëoten A rq^tstreeks in fonctie van n of m 
kan nitgedrakt worden. 

Beginnen wij met het stelsel («)• Het is klaar, dat de eerste 
dezer vergelijkingen slechts dient om de waarde van A^ uit de 
vooraf gevondene van ^j , ^^ . . . te berekenen , zoodat wij ons 
alleen hebben bezig te honden met de bepaling der m grootfieden 
-^11 -^s !• • • •^mi door middel der m vergelijkingen : 

A^ + ^^A^ + 3».rf,. . .+ m«^« = i.?^, 
A^ + 2*^, + 3*^, . . .+ m>Am = i.y , 



A^ + 2J«^j+32«^, . . .+ m^Am — V, ** 



•2m+ 1' 

Vermenigvuldigen wig de m — - 1 eerste vergelijkingen, naar rang- 
orde, met de onbepaalde ooëflBciënten P^ l2> •B|*««^i en tellen wij 
de prodncten bq de laatste vergdïjking op, dan zullen al de termen 
van het voorste lid dezer nieawe vergelqking, met nitzondering 
van den eersten (P + (^ -}- ü H-. . .Z + 1) -^i > verdwijnen , 
indien men' de aangenomene coëfficiënten in dier vdege bepaalt , 
dat zij voldoen aan de m — 1 vergelijkingen: 

/> 4.2*0 + 2*i?...+ 2*C«-i)= O, 
p 4. 8S|2 + 3*«. . .+ 32(1» .1) = O, 



P + ••*(? + «*«...+ m20«-i)= 0. 
Dit nn zal kannen geschieden door de getallen 2*, 3*^.. .m*, 
te beschouwen als de wortels der (m — l)^«magtsvergelijking 

a/m^x 4, Zaf«-2 +...-4- j(?a? + P = O, 
waaruit, in overeenstemming met de leer der hoogeremagtsverge- 
lijkingen terstond volgt, dat db P'gel^k aan het product der 
getallen 2*, S'...m*; q= (^ gelijk aan de som hunner produc- 
ten met weglating van een derzelven enz.; en -» Z gelijk aan de 

M 5 
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som dezer getallen moet genomen worden ; geldende hier het bo- 
venste of ondertte teeken naar dat m oneven of even ia. 

Hen heeft derhalve ter bepaling ?an den coëfficiënt ^n de formule 

^' -**"* 1 1+P + Q + R,„.+ Z j * 

Dttr echter de noemer van dit gebroken de waarde vooralelt 
wdke het pfodoct {9 — 2*) {x — 3*}. ..(^ — m*) verkrijgt , 
indien men s := 1 atelt , en dua vervangen kan worden door 
± (4 — 1) (9 — 1), . . .(m* — 1), naar dat m oneven of even 
ia, soo kan men^ eeniglgk op de getallen-waarden van P, Qj /l. . . 
acht gevende, voor Jl^ schreven 

'-** l (4-l)(9-l).,.(-'-l) J' 

Om ^s op gdigke wijze te bepalen | heeft men in de voor- 
gaande getallenrei 2*, 3*..«.m*, slechta 2* door 1 te ver- 
vangen, en als dan aan P , Q, R.... dezelfde beteekenia als 
hiervoren te geven. De coëfficiënt van A^ verkrijgt alsdan bij 
de optelliag der .voormelde producten, tot waarde 

2» (P+ l2-2* + il.2*....+ 2«0p-t)}, 

welke overeenkomt met die van het product 

2» (o? — 1) (ip — 3«)....(« ~ m») 
voor X = 2\ namelijk ± 2» (1 — 4) (9 — 4).. ..(m> — 4). 
Noemende dan P,, j^i» ^i...m <ïe waarden, welke P, Q, 
ü . . • . in dit geval bekomen , zoo vindt men 

*'-*i' [ (1-4) («_«)....(«• -4) J 

De overige- coëfficiënten laten zich blijkbaar door soortgelijke 
formnles uitdrukken. 

Stellen w^, om die algemeenc formules op een voorbeeld toe 
te passen , m = 8 , of m = 4, De functie T is alsdan van 
den achtsten graad. Nu heeft men 

P= 2\ 3*. 4» = 576, <? = 6« + 8* -h 12» = 244, 
il= 4 -^ 9 H- 16 = 29, 
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^* — **" l (4 — 1) (9 — 1) (16 — 1) J 

.ie + ".i6«~-;.ieO 

3.8.16 3 



=,I'.^ZJ 



_ 16 1 12.815 — 244.68 + 29.16.46 — 3S.i6» i 
"45 t 816 i' 



waaruit men vindt -^i = 



14175 



P,=1.8».4«=144,|^=8»-|-4»+12»=169,B,-=:l+9+16:^6. 

^»— T( —3.5.12 j 

__ 8 f 3.315 — 169.68 + 26.16.45 — 85.256 ) 

^{ "IlS i' 



45 . 

464 



A, =~ 



14175' 
P,=15*.4»=64, Ö,=2*-h4»+8»=84, «,=1+4+16^:21 , 

. - 16 JT-> tii^fiiii!:} 

^» - 2.9 l 6.7.8 3 

16 | 4.15 — 84.9 + 48.5 — 6.266 , _ 2944 

= SÏ6 l 4r ; "" 14176' 

P,=1.2».3»=36, ^,=:2»+3»+6»=49, «,=1+4+9=14, 

_ ,6 j l2-i'.16 + 2.16«->* } 
^» — 274» l - 7.12.16 3 

131.46 — 49.36 + 1024.6 _ 989 
278T7T5 -28360- 

Uierl»] komt nog 

464 

i,= l — 2{^, + i,+i, + 40 = — 2886' 

Derhalve wordt de inhoud F in het gcral van n = 8, uitge- 
drukt doOT do formule 
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rangorde te Termenigvaldigen met de afstanden der aclitervolgende 
doonneden tot het irlak van hetwelk de afstand X geleld wordt ; 
hetgeen eveneens in het b^zondeie geial van $ 26 getondea ia. 
Als benaderingsformnle beschoawd, zal echter de zoo even gevon- 
dene root dezelfde waarden van a naanwleorigere nitkomsten dan 
de laatstgenoemde opleveren. Blijkbaar zal de formole (S) ook op 
een even SEantal doormeden toepasselijk te maken t^n, door slechts 
in den noemer den term AqTq te doen vervallen ^ en wijders voor 
elkeo term JpTp te schrijven J!p^\Yp^ff overeenkomstig de 
in $ 36 aangenomene notatie.' 
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YËRHANDËLIIVG, 

OTER EENE MERKWAABDIGE DTNAMISGHE EIGENSCHAP TAN EBIfE 
BUZONDBRE SOORT VAN DRIEHOEKIGE PIRAMIDEN. 



Wanneer een ligchaam zich geheel vrij , of om eene vaste as, 
l»eveegt , zal niet alleen de meerdere of mindere massa van dit 
ligchaam » maar ook zijne gedaante , en de wijze waarop de massa 
in het ligchaam verdeeld is p van invloed zijn op de verschijnselen 
die zich bij de beweging voordoen. Wordt bij voorbeeld aan 
cenen homogenen bol , door eenen schok , waarvan de rigting niet 
door zijn middelpunt gaat , eene snelheid medegedeeld , dan zal 
lich bi] de voortgaande beweging eene ronddraaijende voegen , om 
eene as, loodregt op het vlak, dat het middelpont en de rigting 
van den schok bevat ; en deze ronddraaijende beweging zal stand- 
vastig om dezelfde as blijven voortduren , indien zij door geene 
van buiten aangebragte omstandigheden gewijzigd wordt. Is echter 
de bol niet homogeen , zoodat het middelpunt niet meer met het 
zwaartepunt te zamen valt, of wijkt de vorm van het ligchaam 
eenigzins van den zuiver bolvormigen af, dan zal met elk oogen- 
Uik de as I waarom de draaijende beweging plaats heeft , in het 
ligchaam van stelling veranderen, en een oppervlak beschrijven, 
dat vooraf door de analyse kan aangewezen worden, indien men al 
de omstandigheden kent, die de zamenstelling van het ligchaam^ 
en den schok dien het ondervonden heeft, bepalen. 

De nasporing van deze en van andere tot hetzelfde onderwerp 
behoorende verschijnselen, die van zooveel belang zijn voorde 
juiste kennis van de inrigting van ons zonnestelsel, heeft ge- 
durende eene reeks van jaren , na het ontstaan der hoogere analy- 
sis , den ijver der grootste wiskunstenaars gaande gehouden ; en 
hunne ontdekkingen hebben voorzeker niet iveinig bijgedragen, om 
aan de sterrekunde dien luister te geven, waarop zij zich thans 
met regt beroemen kan. Echter zijn de wetten, die de verschijn- 
selen der hemelligchamen regelen, volmaakt dezelfde als die, 
volgens welke onze werktuigen op aarde zich bewegen ; en is de 

N 2 
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werktaigknnde der hemelligcliamen een onderwerp, dat on8 door 
zijne verhevenheid bij voorkeur aanlokt , niet minder beloonend is 
de nasporing derzelfde wetten , bij inrigtingen , die van xooveel 
invloed zijn op onzen maatschappelijken toestand. £lke bijzonder- 
heid , hoe gering ook, hierbij ontdekt, «kan tot meer gewigtige 
bijzonderheden leiden , of, door anderen nader onderzocht en oit- 
gebrcid, ia gewigt stijgen. Valt de toepassing eener ontdekte 
waarheid niet onmiddellijk in het oog , als waarheid heeft zij eene 
plaats in den keten der menschelijke kennis , en kan dus hare 
bekendmaking natlig zijn. 

Het is voornamelijk deze gedachte, die mij aanspoorde tot de 
mededeeling van de volgende beschoawingen over een onderwerp, 
waarop mijne aandacht zich het eerst vestigde , ten gevolge van 
eene Traag, door ons Wiskundig Genootschap voorgesteld, te weten : 
Is het mogelijk eene driehoekige piramide ^ om eene van hare 
ribben draaijende, tegen een vast punt te doen botsen^ sonder 
dat die ribbe eenige uitwerking van den schok ondervindt ? 
Zoo als men nit het volgende zien zal^ vind ik wel de mogelijk- 
heid, om aan eene in rost zijnde piramide, wier zamenstelling 
aan zekere voorwaarde voldoet, door eene kracht, eene rond- 
draaijende beweging om een harer ribben mede te deelen , zonder 
dat die ribbe eenige nitwerking van deze kracht ondervindt; maar 
moet, volgens mijne meening, de vraag zelve ontkennend beant- 
woord worden, omdat, bij het botsen eener draaijende piramide 
tegen een vast beletsel , de rigting van den schok loodregt is op 
het gebotst wordende zijvlak , terwijl die rigting , zal de draaijings- 
as geene nitwerking ondergaan, loodregt moet zijn op een vlak 
dat door die as gaat en binnen de massa van het draaijende 
ligchaam valt. Men zoude echter, door het maken eener inboo* 
ring pf inkeeping , gepaard met eene andere geschikte verdeeling - 
der alzoo weggenomene massa , de rigting der botsing loodregt op 
het zoo even genoemde vlak kunnen brengen , en zoodoende den 
schok werkelijk, zonder dat de as gedrukt werd, kunnen doen 
plaats hebben. Maar met deze wijziging in het zamenstel der 
piramide, kan de vraag dan nog slechts voor eene bijzondere 
soort van piramiden bevestigend beantwoord worden , namelijk voor 
dezulke , waarin twee ribben gevonden worden , die elkander regt- 
hoekig kruissen , en dan indien zij om een dezer ribben draaijen. 
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Eene omstandigheid ^ die men oomogelijk Tooraf kon vermoeden , 
en wier mededeeling daarom belangrijk kan zijn voor hen , die 
zich ook met het praktische der werktuigen bezig honden. ^ Immers 
konden bij < eenig werktuig botsingen voorkomen van ligchamen , 
die den piramidalen vorm nabijkwamen p en waaraan men dan ook 
bij voorkeur de bovengezegde gedaante zon geven, met in acht 
neming der overige aangewezene omstandigheden , die dienen 
kunnen om de drukking op de as zoo gering mogelijk te maken j 
maar voornamelijk, indien de botsende ligchamen al eene andere 
gedaante mogten hebben , kan het hier behandelde voorbeeld 
leeren, van hoeveel invloed eene wijziging in die gedaante kan 
wezen , en nadere onderzoekingen daaromtrent uitlokken* 

Ter zake, hebben wij 'dan: 1^ uit de theorie door den Heer 
J. P. Dblpbat in zijne Dynamica voorgedragen, de omstandig- 
heden gezocht, waaronder een ligchuam , door eene kracht, om 
eene vaste as in beweging kan worden gebragt , zonder dat die as 
eenige uitwerking ondervindt 3 2^ gezocht onder welke voorwaarde 
eeni^ ligehaam, indien de draai) ings- as aangewezen is, in die omstan- 
digheden kan verkeeren ^ en 3^ daarvan eene toepassing gemaakt op 
de driehoekige piramide, die om een van hare ribben moet draaijen, 

1. 

Volgens de theorie door den Heer J. P. DfiiPBiT, in zijne Dyna» 
mica {§ 105 en volgende), Over de beweging van een ligchaam 
om eene vaste as , voorgedragen , zal , wanneer die as de as der 
s van een regthoekig coördinaten-stelsel is, eene kracht Q^ wier 
rigting hoeken «, ^ en y met dé coördinaten-assen maakt, en 
wier aangrijpingspunt A , » en k tot coördinaten heeft , aan znlk 
een ligchaam, welks massa Pis, eene hoek versnelling G mede- 
deelen, bepaald door de formule (zie § 108) 

Q{h Cos.fi — i Cos.») = - n«/>, . . . . («) 

o 
waarin n^P het moment van^ traagheid der massa P, ten opzigte 
van de draaijings-as voorstelt. 

De drnkkingen , welke hierbij die as ondergaat , zijn dan , zoo 
a en £ de met de assen der ^ en der y evenwijdige coördinaten 
van het zwaartepunt der massa P voorstellen , (zie § 109) : 

1^. Eene kracht X' '^ X langs de as der s , aangewezen . 
N 3 
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door de formole 

X' — X = Q Cos.» +- bP. 

g 
2^. £ene kracht Y' -^ T langs de as der y, aaDge wezen door 

r — r= Q Coê.p ^^ aP. 

o 
3^. Eene kracht Z' — Z langs de as der m, 

Z' y^ Z = Q Coê. y. 

4^. Een koppel L' — L loodregt op de as der s, 

V — L — Q(i Cos.y — k Cos.fi) + - fsM^m. 

8 
6®. Een koppel M' — M loodregt op de as der y, 

M* — M = Q{k Cos.(t — hCo8.y) H Syim. 

Zal nn de draaijings-as geene dmkkingen ondergaan, zoo moeten 
deze krachten en koppels ieder in het bijzonder gelijk nal zijn. 

Omdat men het Tlak der s» door het zwaartepant der massa P, en 
het vlak der xy door het aangrijpingspunt der kracht j^ kan laten 
gaan, zal men nog £ = O en A = O konnen stellen^ en hier- 
door yerkrijgt men dan, voor de voorwaarden dat de as geene drok- 
kingen ondergaat: Q Coê.% =z O, 

G 

Q Cos.p aP = O, 

Q Cos.y = O, 
Qi Cos.y -i Jx9llm = O , 

— Qh Cos. y -i Syzim = O ; 

• o 

uit de eerste en derde van deze voorwaarden volgt dadelijk 
« = 00*^ en y = 90oj das p = O, hetwelk reeds aantoont, 
dat de rigting van j^ loodregt moet zijn op het vlak der x% , dat 
is loodregt op het vlak door de draaijings-as en het zwaartepant 
der massa P gaande. De drie overige voorwaarden worden na 

O aP = o, — Sxtim = O en — /yjs^ffii = O , 

S g g 

G Qh 

terwijl («) geeft ^ =,r*P' 

zoodat de drie laatste voorwaarden overgaan iu 
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Om aan dexe Toorwaaiden te Toldoen , sal men, daar Q niet 

ahP 

gelijk nol kan iijn , Toqreerst moeten hebben 1 — *^ =: O , 

n*P 

waaniit Tolgt h = *1J"> (P) 

terv^l dan verder , omdat blijkens deze formule ook h niet gelijk 
nul kan zijn, nog 

fszim = O en Jyróm =: O . . . . . (y) 
zal moeten wezen. 

Hierbij merken wy op, dat, door de assen der a en der y in 
haar vlak om te draaijen, een nieaw coördinaten stelsel kan ver- 
kregen worden , voor hetwelk ook de derde integraal /^afm gelijk 
nnl iSy terwijl de twee eersten nol blijven. Uit de gevondene 
fermiden volgt dos, dat aan eene massa eene hoekversnelling om 
eene vaste as kan med^edeeld worden , zonder dat de as eenige 
drukking ondervindt , door eene kracht wier rigting gelegen is in 
het vlak van twee lynen, die met de draai^iogs^as een stelsel van 
hoofdassen nitmaken; daartoe moet dan de rigtiog dier kracht 
loodregt zijn op het vlak, dat door de draaijiogs^s en het zwaar- 
tepunt der massa gaat, en bovendien van de draaijings-as verwij- 
derd z^n op eenen afitand, die gelijk is aan het moment van 
traagheid der massa gedeeld door haar statisch moment, ten opzigte 
van die as. Het aangrijpingspunt der kracht kan daarbij in een 
willekeurig punt van hare rigting gesteld worden, dewijl in de 
voorgaande formulen , de ordinaat i van dat punt verdwenen is. 

Deze besluiten zijn geheel ohafhankelijk van de grootte der 
kracht Q, die uit de formulen almede verdwenen is; zij blijven 
dus gelden wanneer Q eene zeer groote kracht is, die gedurende 
een zeer klein tijddeeltje gewerkt heefl| zoodat de medegedeelde 
hoekversnelling G overgaat in de, bij het einde van dat tijddeeltje, 
aan de massa medegedeelde hoekanelheid. Daar nu het uitwerksel 
van eiken schok kan beschouwd worden als dat van eene zeer 
groote kracht gedurende een zeer klein tijddeeltje, zal men ook 
aan de massa P door eenen schok eene hoeksnelheid kunnen 
mededeeleui zonder dat de as eenige uitwerking van dien schok 
ondervindt; indien men slechts die schok zoodanig kan aanbrengen,. 

N 4 
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dat zijne rigting ia dezelfde omstandighedeii yerkeert ak die, 
welke wij boven voor de kracht Q vonden. Desgel^ks zal men 
eene reeds draaijende massa , zonder dat de as eenige nitwerking 
ondervindt, tegen een vast pnnt kannen doen botsen, indien 
slechts de rigting van dien schok» in tegengestelden zin , joist kan 
overeenkomen met de meergenoemde rigting. Haar daar b^ de 
botsing van twee ligchamen tegen elkander , de krachten bij den 
stoot ontwikkeld altijd normaal op het gemeenschappelijk vlak van 
aanraking zijn (immers zoo men gelijk hier ondersteld wordt geene 
wrijving in aanmerking neemt) zoo zal de schok de rigting, die wij 
voor de kracht Q vonden, niet kannen hebben, tenzij daar ter 
plaatse, waar die rigting Eet oppervlak der massa sn^dt, dat 
oppervlak ten minste voor een klein gedeelte evenwijdig zij ihet het 
vlak, door de draaijings-as en het zwaartepunt der massa gebragt. 

Wanneer eene driehoekige piramide om een van hare ribben 
wentelt, kan geen van hare zijvlakken evenwijdig zijn met het 
vlak, door de draaijings-as en het zwaartepunt der piramide ge- 
bragt^ indien het derhalve al mogelijk is, eene kracht Q te 
vinden, wier rigting bij dit ligchaam in de aangewezene omstan- 
digheden verkeert, zal wel zalk eene kracht, zonder de as te 
drakken , aan die piramide eene hoeksnelheid kannen mededeelen 
of ontnemen ; maar geen schok zal ditzelfde gevolg kunnen hebben, 
en dus zal men de piramide ook niet met eenig punt van haar 
oppervlak tegen een vast pont kannen laten botsen, zonder dat 
de as eenige uitwerking ondervindt, tenzij men ter behoorlijker 
plaatse, door eene kleine inkeeping, gering genoeg om overigens 
buiten rekening te mogen blijven, een zeer klein gedeelte van 
haar oppervlak evenwijdig met hit genoemde vlak gemaakt hebbe. 

Het zal niet onbelangrijk zijn , nog nader te onderzoeken, onder 
welke, voorwaarden dit overigens mogelijk is. 



2. 

Om te onderzoeken of men door eene kracht (en dus ook, 
onder de zoo even gemaakte bedingen , door eenen schok) aan 
eene massa eene hoeksnelheid om eene bepaalde as kan mededeelen 
of ontnemen , zonder dat die as daarvan eenige . uitwerking onder- 
vindt, zal men moeten nagaan of die as, voor eenig als oorsprong 
te nemen punt van hare rigting, een der drie hoofdassen 
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kan worden I welke door dit pont kunnen worden getrokken. 
Nemen wij hiertoe die as zelve als as der s van een regthoeki^ 
ooördinaten-stelsel aan , waarvan overigens de assen der x en der 
y » gelijk mede de oorsprong , willekenrig gekozen zign , en stellen 
wij, dal men voor flit ooördinaten*stelsel berekend heeft de integralen 

zoo is de vraagt of men door den oorsprong ovei» de as der s te 
verplaatsen, terwijl de assen der s en der y evenwigdig met 
haren eersten s^nd blijven , een ander ooördinaten-stelsel kan ver- 
krijgen , waarvoor men hebben zal 

fsz'im = O en Jyz'im = 0. 
Hel is onnoodig hierbij de assen der x en der y ook nog van 
rigting te vemnderen, omdat gelijk wij reeds opmerkten, de 
integralen fxz'im en fyz*im , wanneer die eenmaal nul zijn , 
nul zullen blijven , wanneer men de assen der s en der y , om 
den oorsprong, in haar vlak draait. 

Laat de oorsprong op den afstand n langs de positieve as der s 
verplaatst worden , zoodat z' =z m — n is , dan zal men hebben : 
Jxz'im =z fx{z — n)}Sm -=1 A — n JxTSm^ 
Syz'Tim z= fy{z — n)im = B — n fyim , 
of de geheele massa door Jf , en de coördinaten van haar zwaarte- 
punt, evenwijdig met de assen der x en der y^ door x^ en y^ 
voorstellende, waardoor SxHm =z x^M en fy^m z:^ y^M woidt, 

fxz'im z= A — nx^M 
en fyz'im z=z B -^ ny^M. • 

Zullen nu deze integralen nul zijn, dan moet men hebben 
A 1= nx^M ea B =z ny^M, 
zoodat men ter bepaling van n heeft de beide formulen^ 











A 




B 










n z= 


' x^M 


en n 


- y\M' 




<<ie 


met 


elkander in 


strijd 


zullen 


zijn , tenzij 


men h< 


y.^ 


ZZI 


x,B, 


dat is 
















Vi 


Sxzim 


= ^1 


fyzim. . . 


: . . . 



Deze vergelijking {i) bevat dus de voorwaarde die vervuld moet 
wezen, opdat het mogelijk zij in de as der z een nieuw punt 
als oorsprong te nemen, zoodanig dat voor dien nieuwen oor- 
sprong gelijktijdig de integralen fxz'^m en fyz'im nul worden; 
terwql dan de plaats van dien nieuwen oorsprong , met betrekking 

N 6 
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tot deo teniaïf die gdied willeLeorig aangenomeD 
wordt door de fivmole 



(, bepaald 



(O 



Wanneer de as der s door het zwaartepnpt der mana giog , 
zoodat JP| = O en yi = O was, a>a wel aan de vergel^ling 
(^) Toldaan zqn f maar volgens (€) zon men dan hebben « =::= od 

of ft =; ^ 9 naargelang de integralen fsi^m en SyÉUm niet of 

al nol waren. In het eene geval kan op de as der s geen pmit 
aangewezen worden , in het andere geval zal elk wOiekeorig pont 
van de as der m genomen konnen worden, om te maken dat 
voor zolk een pont als oorsprong, de as der s eene hoofil*as zij. 



3. 
Gaan wg no,^het voorgaande toepassende , onderzoeken of de 
ribbe eener driehoekige piramide, voor eenig pont van die ribbe 
als oorsprong, eene hoofd-as kan zijn. Nemen wij daartoe aanvan- 
kelijk het eene uileinde A; (Fig. 1) der bedoelde ribbe als oonprong 
Z 
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der onderling regthoelige coördinaten, die ribbe AB telre aU as 
der »f en het zijvkk ABC der piramide ABCD als Tlak der »m 
aan, dan lijn de asaen der jp en der y hierdoor van lelve be- 
paald, terwijl de geheele piramide bepaald zal zijn, door de 
oourdinaten van hare hoekpunten , als bekenden aan te nemen \ 
stellen wij alzoo te zijn : de coördinaten van het hoekpnnt D , 
AN = a, EN = ft en £D = c; die vanr het hoekpunt C , 
AF = a' en FC = c'; en de ordinaat van het pnnt B,. AB = o'. 

Om nu in (e zien , hoe men de integralen fszUm en Sy»llm 
over de geheele piramide zal kunnen uitbreiden , snijden wij haar 
door een ^lak , evenwijdig met het drjsrvlak , en daarvan op den 
a&tand KM verwijderd 3 dit geeft de driehoekige doorsnede IGH , 
waarin wij evenwijdig met de as der s eene ordinaat PS trekken, 
die de zijden van den driehoek IGH in R en S ontmoet } alsnn 
ziet men ligtelijk in , dat de gezegde integralen bepaald kunnen 
worden, door eerst te integreren ten opzigte van m, tusschen de 
grenzen m^ r^PRenis, =PS; daarna ten opzigte van jp, 
tusschen de grenzen s^ = AM en op, = AO, en eindelijk ten 
opzigte van y tusschen grenzen yi = O en y, = NE =: b* 

De nadere bepaliog dezer grenzen kan als volgt analytisch ge- 
schieden. Men herinnere zich dat de Cosinussen der hoeken, die 
eene lijn met de drie assen maakt , evenredig zijn met de projec- 
tien van een stok dezer lijn op die assen, en dat zij positief of 
negatief genomen moeten worden , naarmate die projcctiën , van 
de projectiën van een zelfde punt afrekenende , in de rigting der 
positieve of negatieve assen vallen; dan zal men uit de figuur 
gemakkelijk kunnen opmaken , dat de vergelijkingen der lijnen 
AD, BD en DG zijn: 



van 



AD f-^-! 



van BD, 
van CD, 



a? — a y — b m — e 

o ~ ~b ~ c — c'' 

d? — a y — ft « — c 

a — a' ~ ft~ ~ c — c'* 



hieruit vindt men , voor de coördinaten van de hoekpunten der 
driehoekige doorsnede IGH| en voor de integratie-grenzen van # , 
in fontie van y =: KM, 
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,.=1M = -Jy. Ml = y, Kl^l^,, KG = ?ii=|I±*L', 

Neemt men voorU , als holpmiddel , voor een oogenblik KL als 
eene as derdf' en KG als eene as der y' aan, zoo zijn de .▼erge- 
iqkingen der lijnen IH en 6H; in het ?lak GKL, omdat zij door bet 

pont H gaan, welks coördinaten zijn KL = AO — AM = — ^-- — =-^ 

o 

y(c C') + M 

en LH = ■ > ' , en omdat zij met de as der x' hoeken 

.. c' c' — c' 
maken , wier tangenten zijn — , en 



a' a' 



b 'ai b- 3 

^GB, * j ^P-|, ^— |; 

Stelt men dan hierin a?' = KP =: AQ — AM =z » — -r- y , 

zoo vindt men na eenige herleiding | voor de integraHe-grenzen 
Tan «I in fonctie van af = AQ'en y = PQ, 

. _ DU — (a'c — gcQy 4- bc's 
*, _ FR _ ~ , 

en j, = PS = «, 4.^((a-o')y — fcar + a'^} 

_ {a'c — ao' ^ ac' ^ a'c'^y + b {o' — c')x 4- a'l>c'' 

— ' Ï^A ' 

Verder heeft men , de massa der cnbieke eenheid kortheidshalve 

door 1 voorstellende f im = TlsiyTlZy en das, veronderstellende 

dat de integralen tusschen de aangewezene grenzen genomen worden^ 

Sxz^mzizSSSxzixiyiz = i//dr(«ï— aj)5'yïj? 

en Sy*ifn = SffyzUsiyiz z=z i//y(«i— «1) iyis-, J 

maar na is 

_ {2a'c — 2ac'+ ac"— a'c')y + b (2c^— c*^ ar -f a'hc" 
z^+z^— -^ 

tnz^—z^:=z— {(a— a')y — &j?4-a'M, 



IJ-w 
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dos door vermenigTnldiging , en nA herleiding van het product, 
/ (a — a')(2«'c— 2ac'4-ac'— o'c')yM 
U- 2b (2ac'— a'e'— a'e — aol'+ a'e') sy | 
, , c' Ihaa'iCa'o-ac' + oc'-a'cOy (. ... 

JLi.2a'A*(c' — o*)* 

de bovenitaande integralen z^n da< afhanlelijl van de volgende, 
die allen tasachen dezelfde aangewezene «grenzen moeten genomen 
«orden , namelijk : 

SSy*sUiy, Sfs*y<lxiy, ffxyisHy, 
SSx*ix}Sy , SS**ixiy , SS*i*iy > 
ffy'isiy , ffy*^<fiy , fSyixiy. 

Hiertoe heeft men, in aanmerking nemende dat de grenzen zijn : 

«y (a-aOy + «'* _. . «'(*-») . 
voor ar, *j=-^ena?j= r — *»H ^ J 

en voor y, yi=0 enyt=£: . 

fSy*«t*iy — 

= _*. /{2ao'(iy» - y») + a'*(iV - 2iy» + y»)}!fy 

= ÖH {2««»'(ii* - f**) + «'Mi*' - **• + l**)} 
= èa'A»(3« + a'); 

fXs*yllx}ly = 

= lfy(*»' - *i*)J'y 

^ 3a»a'y»(A ~ y) + 3aa"(t - y)* + g'*(& - y)* 

_ jj yjfy . ^j 

_ 1 ^f3«V(Éy»-y*) + 3aa'»(AV-2iy» + y*)l 

— 3Ïï^ \+ a'* (b*y - SA»y» + 36y» - y») i '^ 
_ 1 i3a*a'(ib* — 1**) + 3aa'»(i** - i»* + i**)l 

— 3P 1+ a'» (ii* — b'+ ib' - f A») i 
= ,\a'b*{3a* +2aa' + a'*)i 
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ffaiyixHy = 

= *ƒ(*,* -»t*)J^y 

_ ^ 4a»ay(i-y)fea«a"y«(6-y)H-4«i'»y(ft-y)Ha'*(fr-y)* 
4aV(iy» — y»)4- 6a V* (i»y»— 2Ay»H-y*)) 



f4a»a'(*y» — y»)+6a»a'>(6»y»— 2Ay»H-y»)j 
= irT/X+ 4«a'» (6»y - 3A«y* + 3iy» - y») l 2fy 
* «^ {+ a'» (A* — 4A»y + 6A«y» — 4*y» + y*)) 
(4a»a'(ii» - iJ«) + 6a»a'* (jj» - i** + {4»)^ 
= Tn\+ *«.'» (i6« - A* + 56* - iè») } 

1+ o'»(i* — 2i* + 24» — 4» + |4*) j 

= ^a'4(a» -t- a*a' + aa'* + a'*) ; 

SS3!*}lx}Sy = 

_ 5j.j^y 3a»a'y«(4 - y) + 3«a'*y (4 - y)» + «"(4 - y)» 

= J_/.ï3a»a'(4y»-y») + 3aa'«(4»y-24y» + y»)i 
34»^ 1+ a<* (4» — 34«y -f- 34y» — y») ) ^^ 

34» W «'•(** — i** H- A* — ii*) J 

= f,a'4 (a* ^aa' + o'*) j 

SSxiyU = 

= i/ j<y 2««'y(*-y) + «'*(t-y)* 

= Sïï-J'l^*»' (*y - y*) + a'»(6* - 24y + y»)} Jfy 

1 i 

= 245"t^~'(*** - ^**) + *'• (** - *• + i*')} 
= §e'4(a + oO; 
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SSy*iytx — 

= sy*iy '^-^^ = ^' /(*y» - y*)i^y = ^'c**'-!**) 

ffy*iyis = 
= /y*(*t — *»)!'y 

= /y*J^y ''JL^ = •- ƒ(*,» - y')liy :^ j (i*« -Ü*) 

SSyiyta = 
= /y(*» — *i)!fy 

= ja'*». 

Yermenigvoldigt men nn de aitdrakking (b) met sisHy , nw 
01^ met ytsiy , neemt men daarna de integralen der lujiondere 
termen, en rabstitneert men Toor deze integralen de zoo even 
berekende «aarden , dan komt er Tolgena (a) : 

((o — o') (2a'c — 2ac' + ac'— a'c') {Sa + o') \ 

\+2{2ac'-aV--a'e-ac'+a'c'X3a*+2aa'+a'*ii 

^ _bc' )+ 5a'{a'o — ao' + ae' — a'o^ (2a + a% 

J'**^'^Ï2Ö5^\+ 3(0' — 2c') (a» + o»o' + «»'» +«'*)^ 

U- 10a' (o' — c*) (a» +aa' -i-a'*) I 

\4. 10a'»c'(a + a') ) 

/S(a — a') (2o'c — 2ac' + oo» — o'c") 

l-j.2(2ao'— o'©*— o'c~ac'+o'o')(3a+ a') 

b*o' )+ 10a' (a'c — oc' + oc» — a'e*) 

•'"**'"^Ï2ÖS'^\+(o' - 2c') (3a* + 2aa' + a'*) 

jH-6a'(c' — c')(2aH-a') 

[+ 10o'»c» 

of na herleiding , en door de coëflEiciënten van c, c' en c* 
zamen te trekken , 
fXMUm = ^ {c (2a + a') + c' (a + 2aO + c'{a + a*)} 

Sy^m = "-^ {2c + c' 4- c'}; 
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daar hier voorts de massa M der piramide door haren inhoud 
wordt voorgesteld, is 

M = Inh.dneh.km X iEN = ^B X AF X EN, 
of M = ia'be', 

waatdoor wij eindelijk hebben 

fvzim = ^J!r{c(2a + a')+c'(aH-2a')+c'(a+aO} 
en SyM^m = l^Mb {2c ■+■ c' + c'}. 

Verder is de a&tand van het zwaartepunt eenes driehoekige pira- 
mide tot aan eenig vkk , altijd gelijk aan het vierde gedeelte van 
de som der afstanden , waarop de hoekpunten der piramide van 
dat vlak verwijderd zijn ; hierdoor worden de coördinaten van dat 
zwaartepunt onmiddellijk uit de coördinaten der hoekpunten ge- 
vonden y zoodat zij zijn 

€i = 1(« + «O «n Vi = i^» 
en men alzoo heeft 

y^IsMim = i,m{c{2a+ a') + c'(«+ 2a') + e''{a+a')}, 
«1 Sy»im = ^Mb\2c + c' -+■ c') {a + a'); 
volgens de vroeger gevondene voorwaarde (^) kan dus de ribbe 
AB der piramide eene hooHas «rorden , als men heeft 
e{2a+a') + c'{a + 2a')+e'{a + a')={2c + c'+c''){a + a% 
hetgeen onmiddellijk herleid kan worden tot 

e =: c', 
en dan aanwijst , dat de punten D en C evenver van het ^- 
vlak moeten verwijderd zi]n| in wdk geval de ribben AB en CD 
elkander regthoekig kroissen. 

Wij vinden dus hier deze merkwaardige uitkomst: »Niet aan 
welke willekeurige driehoekige piramide , kan door eene kracht 
»eene hoeksnelheid om een van hare ribben medegedeeld of ont* 
»nomen worden, zonder dat die draaijings-as eenige uitwerking 
«daarvan ondervindt; maar alleen aan eene zoodanige, waarin de 
»tot draaijings-as genomene ribbe , door bare overstaande ribbe , 
nregthoekig gekruist wordt." 

Om nu nog nader de plaats te bepalen, waar de kracht moet 
aangebragt worden , opdat de 4s van hare werking geene drukking 
ondervinde, bepalen wij vooreerst den a&tand , waarop de oor- 
sprong , uit A langs AB , moet verplaatst worden , opdat voor 
den nieuwen oorsprong de ribbe AB eene hooti-^ zij. Alzoo 
voor e = c', de gevondene waarden van fXMim en fysim over- 
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gaan in /«tóm = 4f^M{a + a') (3o + c^, 

en /yróm = éiMb{So + c*), 

terwijl iTj = ^(a + o') ^'^ ^i = i^ ^*f irinden wij Toor dien 
afstand, door de vroeger opgemaakte formole (f),. 
n = }(3c + c*). 
In Fig. 2 , waar eene piramide ABCD ia voorgesteld^ wier ribbe 
z 




€D de aU draaijings-as aangenomene ribbe AB regthoekig kraist , 
zoodat aldaar DE = CF is , behoeven wij das slechts 

A0 = j(3c + (c) 

te nemen I om den nieuwen oorsprong O te vinden, voor welken 
de ribbe AB eene der drie hoofdassen iS| die men door dien' oor- 
sprong trekken kan. De rigting der kracht moet das vooreerst 
gelegen zijn in een vlak OPQ, dat men door het pnnt O loodregt 
op de as AB kan brengen. 

Verder moet de rigting der kracht , zooals vrij vroeger vonden , 
loodregt zijn op het vlak dat door de draaijings-as en het zwaarte- 
punt der piramide gaat , welk vlak ABR ook bepaald is door de 
eigenschap, dat het de ribbe GD juist in haar midden R snijdt. 
Indien dus OS de doorsnede der vlakken OPQ en ABR is, zal de 
rigting der kracht de l^n OS ergens in ü regthoekig moeten snijden. 

De afitand Oü tusschen de rigting der kracht en de draaijings-as 

Ile Dni, II» Stuk. O 
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AB , wordt eifidelqk gcfooden door de Troeger opgemaakte fbr** 
male O), waarin dan A = Oü, n*P = f{s* + y*)llm en 
aP = Mi/{xi^ + yi*) u, zoodat men heeft 

on - J(^' + y*)^«* ■ 

de rerpIaaUing van den oorsprong ait A. naar O, heeft geenen 
invloed op de waarden der integralen /#*2fm en ftf*ilm, 
zoodat men met bcholp der reeds vroeger gevondene nitkomsten , 
de waarden van die integralen , over de geheele piramide 
nitgestrekt, gemakkel^k kan berekenen; wij hebben namelijk, daar 

«. — «1 = ^ {(« — «')y — ** + a'b) is, 

Jx*ilm z= SSSx^iaiyÜ* = ƒƒ«»(*, — «,)afyjf« = 

= ^ SSii*lSi*ty {(a — o')y — A« + a'h) = 

°" (+ 6a' (o» + aa' + a'*) ) 

= ^' («* + ~' + •") = • 
= la^lia* +aa' + a'»)j 

Sy*im = fJfy*ifxiy}lM = //y»(«t — «i)2farJfy = 
= jjj JSy*^*^y{{a — o')y — i« + a'A) = 

= ^ {(a — aOX/y'JfjTJfy — &//«y»jfarj^yH-a'A//y*Jf«J'y} = 

=i<»(.-.o-(». + .T + 5..)=-4i!: 

= 4»'i 

voorts is 

K*t* + yi') = M«* + 2«i' + a'* + ó»), 

en das vinden wij 

on - a g» + gg' + a'* + b* ... 

De plaats van het middelpant van botsing U ^ is door de fer- 
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tooien (c) en (d) bef>aald, en men zai dan ook in elk bijzonder 
geval gemakkelijk de ponten kannen bepalen , waarin de lijn ^ die 
door dit pont loodregt op het vlak van draaijinga^aa en zwaartepnnt 
gesteld wordt , de zijvlakken der piramide ontmoet. 

De plaats van het pont O zoo men nog kannen bepalen , door 
zijn afstand van het pont V, waar de draaijings*as regthoekig 
gesneden wordt, door een vlak dat door de ribbe GD gaat. Hier- 
toe als gegevens aannemende 

AV =p en BV = ff, 
heeft men o = /> en c* = p + ^, das oc + c' = 4p -f- q, 
en verder 

OV = AV — AO = p — j(3c + c') =zp — i(ip + q) , 
dat is OV = i{p — q); 

indien hei vlak, door CD loodregt op AB gebragt, AB midden<- 
doordeelde , zoo p = ^ en dos OV = O zijn , zoodat dan het 
pont O joist in het midden van AB zoo vallen. 

De voorwaarde, dat er in eene driehoekige piramide, die 
om een van hare ribben wentelt , gelijk in die van Fig. 2 , 
een middelpont van botsing ü kan aangewezen worden, blijkens het 
voorgaande eeniglijk zijnde, dat die ribbe en de daarovergelegene 
elkander regthoekig kroissen, zoo zullen aan die voorwaarde blijk- 
baar voldoen alle driehoekige piramiden, waarvan eene ribbe lood- 
regt op een der zijvlakken is, mits men dan die ribbe tot draa^ings- 
as neme. Zolk eene piramide ontslaat, wanneer men (Fig. 2) c^zc' 
stelt, waardoor het zijvlak BDG loodregt op de ribbe AB wordt ; 
dan is AO = |c' = |iB. Zolk eene piramide ontstaat echter 
ook , wanneer c =: O gesteld wordt , waardoor het zijvlak ADG 
loodregt *op de ribbe AB wordt ; alsdan is AO = |c* = |AB. 
Deze beide uitkomsten wijzen hetzelfde aan, namelijk dat het pont O 
bij eene dergelijke piramide, in de als draaijings-as dienende ribbe, 
op eenen afstand , gelijk aan het | deel dier ribbe, gelegen is van 
het zijvlak, waarop zij loodregt staat. 

Eene regthoekige driehoekige piramide, dat is eene zoodanige, 
waarvan drie in eenig hoekpont zamenkomende rijvlakken aldaar 
regthoekig zijn , zal aan de genoemde voorwaarde voldoen , welke 
harer ribben men ook als draaijings-as verkiest aan te nemen; want 
in zolk eene piramide zal elke* ribbe de overstaande regthoekig 
kmissen. Maar ook zonder dat eene driehoekige piramide regthoekige 

O 2 
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2ijvLikiea heeft, kan zij loodanig zijn, dat ziji voor elke ribbe 
al< draaijinga-fls, aan diezelfde voorwaarde voldoet, hetgeen wi| 
ten slotte zullen aantoonen. 

Stel namelijk, dat men twee elkander regtboekig kraiaaende 
lijnen AB en GD (Fïg. 1) ala de rigtingen van twee ribben aange- 
nomen heeft, en dat men, een willekenrig pont B van de eene 
met een willekenrig pant G Tan de andere * Tereenigd hdbbende , 
BC als eene derde ribbe kiest, dan kan men nog door een wille- 
kearig pont A van AB een vlak brengen, dat loodregt op BC staat, 
en CD ergens in D snijden zal. Indien men dan dit pnnt D met 
de punten A en B , zoomede de ponten A en G met elkander , 
▼ereenigt , zal men eene piramide ABCD voltooid hebben : waarin 
vooreerst AB en CD elkander regthoekig kruissen ; waarin ten 
tweede AD en BC in gelijken toestand verkeeren, omdat AD in 
een vlak ligt , dat loodregt op BC gebragt is ; maar waarin nu ook 
ten derde noodzakelijk BD en AC onderling regihoekig zij o. Om 
dit lafste te betoogen, zullen wij gebruik maken van de reeds 
in de figuur aangenomene coördinaten, daarbij nu echter CF = 
DE = c stellende, omdat CD regthoekig met AB en dus even- 
wijdig met het j^y-vlak is. 

De cosinussen der hoeken , die AD met de assen maakt , zijn 
evenredig met a, b en o ; 

. die der hoeken , welke BC met dezelfde assen maakt , zijn even* 
redig met a', O en c' — c; 

en dus zal men , daar de hoek van AD met BC regt en alzoo 
zijn cosinus nul is, hebben 

aXa' + bxO + cX{c' — c)z=0 
of aa' -{- c{c' — o) =: 0. 

Verder zijn de cosinussen der hoeken, die BD met de assen maakt, 
evenredig met a, b en — (c' -^ c) , 
en de cosinussen der hoeken , die AC met dezelfde assen maakt , 
evenredig' met ö', O en — c; 

de teller van de breuk , die den cosinus uitdrukt van den hoek , 
dien BD met AC maakt, is derhalve 

aa* ^ c (c' — c) , 
en daar nu deze waarde gebleken is nul te zijn , zoo volgt hieruit 
dat BD en AC elkander regthoekig kruissen. 
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ONDERSCHEIDENE LIGGHAMEN. 



De merkwaardigo formale foor de Inhoudsvinding emer uii* 
gestrekie klasse van Ligehamm , welke door den Heer R. Lobatto 
algemeen is bewezen , in de door het Genootschap uitgegeven JFiê» 
en Pfatnurkundige Ferhandelingen, 2^* Deel, blads. 123—166 , 
scheen mij toe van dien aard te zijn, dat daardoor met voordeel de 
gewone wijze van inhondsvinding der h'gchamen in de lagere Meet* 
konde konde vervangen worden, bepaaldelijk voor de geknotte 
Piramiden, Prisma's en Kegels, de bolvormige Schijven en Segmen- 
ten, waarbij dan nog andere ligchamcn nit de bedoelde klasse 
knnnen gevoegd worden. De eenvormigheid der uitdrakking en. 
de omstandigheid van onveranderd bij vele ligchamen, hoedanige 
in de toepassingen voorkómen^ te knnnen worden aangewend, zijn 
onlooohenbare voordeden bij het onderwijs. Om deze echter te er* 
langen moest de vorm van het bewijs veranderd en teroggebragt 
worden tot den gewonen bewijstrant der lagere meetkunde, tot 
de synthetische wijze van voordragt. Hiertoe strekken de 12 Stel- 
lingen, welke ik, in eene Wetenschappelijke Wiutervergadering 
(October 1850) van het Genootschap te Amsterdam, mogt voor- 
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dngen, en die ik hiermede aan mijne Medeleden, en. de beoefenareQ 
der Wiskunde in ons Vaderland in het algemeen aanbiede* Eene 
bijzonderheid moge hierbij opgemerkt vorden, welke bij de syn- 
thetiache behandeling dadeligk in het oog Yalt, te weten: dat 
ioms enkele gedeelten van den inhoud eens llgchaams, waarop 
de bedoelde formale ter inhondsvinding toepasselijk is, als negw 
iief moet aangemerkt worden, iets dat natnurlijk ook nit de 
algemeene analytische oplossing volgt, maar daarbq niet xoo ter- 
stond getien wordt, en het eerst is opgemerkt door den Heer 
J. Bador GBiJiiir, bij de oplossing van het 249^ Voorstel Tan 
de Fensamehng van Wiskundige Opgaven , Eerste DeeL 

De aanmerking bij het Gevolg der 5^* Stelling gevoegd, strekt 
om den oorsprong van het negaUef voorkomen van eenig gedeelte 
der ruimte daidelijk aan te wijcen, waarbij, wat do aldaar nader 
omschreven dubbele driehoekige prisma's betreft, ik gaarne ge- 
bruik gemaakt heb van eene mij vriendelijk medegedeelde 
opmerking door den Heer !• Badoit GauttH. ' 

Eindelijk kan ik hier nog bijvoegen , dat de formule reeds over* 
lang is bekend geweest bij onze praktische Engelsche naburen. 
In een oud boek: Maihemaiics campikd from the besi ^j^uthon 
and intended to be the Test-Book of the course of pnvat^ 
ledures on these sciences in tke JJniversity at CiKBaiDOi, hy 
SiiüiL Wiaata d. d. ▲. a. etc, President of the IJnivefsiiy ai 
CinBiDOi, tweede druk, uitgegeven in 1808, vind ik toevallig, 
pag. 24, voll. H: 

To Jlnd the solidity of o prismoü» 

nBjuJe» Add into one sum the areas of the two ends and 4 
atimes the middle section parallel to tHem; mnltiply this aom 
»by the hcight, and § of the product will be the solidity, -^ 
«This mie is applicable to any prismoid , whatever be the figures 
Dof the ends, sioce they may be conceivcd to be composed of 
»an indefinite number oi rectangular prismoids'* [waarvoor de regel 
bewezen is.] Van de meer algemeene toepaaselijkheid van deaen 
regel, ook op ligchamen met gebogen zijvlakken, vinden wij ech- 
ter hier niets. 
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Ifte Stbllihg. (Fig. 1). De inhoud eener Piramide is gelyh 
fMon een aesde der Aoogie, vermenigvuldigd met de som van het 
grondvlak en van viermalen een m^dend vlak evenwijdig aa^ 
het grotpdvlak, op de helft der hoogte van de piramide. 

Eiwus: Laat het grondvlak der piramide Toorgeateld worden 
door G, de hoogte door A, en het vlak op. de helft der hoogte 
door M : dan weet men, dat de inhoud 1 der piramide gevonden 
wordt door de oitdmkking; 

1 = |A,G 
dat ia: 1 = jA X (G + G). 

Maar in elke piramide iijn de dooraneden evenwijdig aan het 
grondvlak, evenredig aan do tweede magten Tan de afitanden tot 
het toppunt , dus ia : 

G : M = A« : JA* = 4 : 1. 
Waaruit G = 4M. 

Bggevolg I =z= sA(G H- 4M). 

2de SriLLiira. (Fig. 2) Dé inhoud van een driehoekig Priema, 
waarvan een 'der mjvlakken tot grondvlak genomen wordt, en 
dat w^ daarom liggend sullen noemen , is mede gelijk aan een 
zesde van de hoogte , genomen van het onderliggende a^lak 
tot de overstaande ribbe, vermenigvuldigd met de sóm van hei 
grondvlak , en var^ viermalen een vlak , dat op de helft van de 
hoogte , het prisma evenw^dig aan het gfondvlak sn^dt» 

Bbwijs : Laat ABCDEF een liggend driehoekig prisma voorstellen, 

en £^ weder het grondvlak ABCD = G, 

het snijdende vlak op de helft der hoogte GHIK . • . ^ =z: ld, 
en de afstand der ribbe £F tot het vlak AC, 

dat is de hoogte •••..•.. =^ A. 

Dan weet men vooreerst, dat de inhoud I van het prisma de 
Ae^ is van een parallelopipedum , hebbende hetzelfde grondvliik 
en dezelhie lioogte, en dos gevonden wordt door de uitdrukking 

I = iA X G, 
dat is; I = jAx(G + 26). 

Maar, dewijl de zijde GH = KI van het sn^dende vlak, juist 
de Ae^ is der zijde AB = CD van het grondvlak , te^i§l de 
andere z^den Hl en GK even lang zijn als de zijden BC en AD 
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Tan het grondvlak, xoo is: 

G = 2U en ' 2G = 4M^ 
das: I = JA X (G + 4M). 

3^ STtLLiffft. (Fig. 3) De inhoud van een geknai driehoekig 
liggend Pfiema, ia ook gelijk aan | der hoogie, vermenigvuldigd 
met de mm van hei onderliggend aijvlak en van viermalen een 
vlak, dat f op de helft der hoogte, het prisma evenw^dig aan 
kei grondvlak snijdt. 

Bcwijs: Het geknotte liggende prisma kan door bijvoeging of 
afneming eener vierhoekige piramide | ofwel door bijvoeging eener 
driehoekige piramide, en door afiieming eener andere driehoekige 
piramide 9 tot een pri«ma gemaakt worden. Er zijn namelqk drie 
gevallen te overwegen: 1^. De bovenste ribbe kan de langête der 
drie ribben zijn, dat is EF ) AD en ) BC. Brengt men in dit 
geval door het pont F, een vlak FON evenwijdig aan het vlak 
ABE, en verlengt men de ribben BC en AD tot aan dit vlak in 
N en O, dan wordt de vierhoekige piinmide DCNOF tot het geknotte 
prisma toegevoegd , en na is ABNOFE een driehoekig liggend prisma. 
Zq weder «Is boven het grondvlak ABCD* •••••= G, 

het middenvlak op dé halve hoogte GHIK = ^i 

de hoogte ••...= A>* 

en Toorts de basis der piramide DCNO. .••••••= G', 

het middenvlak op de halve hoogte KILM =; M', 

de iphood van het geknotte prisma . . =z= I, 

de inbond der piramide z=: I', 

dan is: I + I' = l^ (G + G' + 4111 + 4M0; 
maar ook 1' = jA(G' + 4H0, 

dos komt, aftrekkende: 

I = {A(G + 4M). 
2^, (Fig. 4) De bovenste ribbe kan de kortste zijn. 
Snijdende in dit geval het geknotte prisma door een vlak FON 
evenwijdig aan het vlak ABE , dan heeft men , behoudens dezelfde 
beteekenis der letters: 

I — I' == §A(G — G' -h 4M — 4M'), 
en I' = jA(Q' + iW). 

Dos optellende l s=: ih{G + 4M). 

3^. (Fig. 5) De bovenste ribbe kan noch de langste « noch de 
kortste wezen. 
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mm Jiet ilak ,AS£ «d Tedes^de de nUbe JBC tot aan dit \Uk 
Jl» N., 4iii •OQtstaaa <hi«idoor %wee <llt«eh(M{Uge puamidm CMBFi^ 
Otl^i ^of^i mem de eeiete bijj heta^dMttte pnema «n/lttki 
mea ^e twoede piramide er tan ^^ dan verkrijgt men liel 
IMVow AfiNORE* 

Zij do inhoud der piramide €NPF x= i, 
en » » » » OPDF =.i\ 
de ^Kiiidff]aUbe& ,g ^en ^'^ en de middenvlakken m en m', da^is : 

I ^ • — f* s= {,*(& +.g — gr' + 4m ~ 4iii' + 4M), 
tMar f ~ f ' = ih^ — ,^' + 4w — 4»i'). 

Dm komt I = iA(6-4- 411). 

Givoiift : Hierajt 9d]^, dat de islioad ymi een geknot.driekoekig 
firilma ook gelijk k aan Hên <dSmfe «an de 0om der drie 
Avenirijdige ribben, Termenigimldigd met eene doonnede reg;(ko6kig 
door de evcotrijd^e ribben. Want, laat de drie ribben AD, BG 
en EF Toorgesteld vorden doo^ a, b, o, en de afstand .4er ribben 
AD en BC door.'ifi^ dan is % 

* + • 
de rijde fli der aoorinede M op dé helft deriioogte =r >■ ■ ' -^ 

... ^ 

De afstand der Igoen Hl en GK der doorsnede = ^ ', 

Dos is het Trapcriam ABCD of G ^ w X ^ T" ■ , 

Waamit 

.-« /a + 6 A + o a + o\ 

G + 4ir=m(_- +^+^J| 

= m(a + i + e)j 
dus: I = 5Am(« + * + o) = i*ifix(^^tA±f^. 

liaar |A X vt is de doorsnede van bet prisma regtboekig door 
de ribben; aij dece =: Bj dan is 



I = D X 
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4de BmtïSQ. (% 6) De Inkmid' vin «A JUgoktumi, begtB^ 
pen iumohtn Uoee evenw^dige viaiken, ab gnmi^ m bwmt^ 
vlakken^ en emidge JüfvUdAen^ die het gremdr en hwemUik 
verbinden en het ligekmm omstuiien^ ie geiifk aan een^nude 
van de koogie, vermenigvuldigd met de som van het grond- 
vlak y . het bovenvlak en van viermaleii eene doartnede wm het 
Kgohaam , genamen op de helft der hoogte , evenw^dig aan 
het grond- en bovenvlak. 

Biwus: Düar het grond- en bötenThk Tan het vooigestelde 
ligctiaam erenwijdige vlakken zijn , zoo moeten ook de zqylakken 
elk twee OTenvijdige zgden hebben en dm TVapecia zijn, en het 
grond* en bovenTlak moeten gel^khoektge figoren zijn. Een of 
meerdere zijden aan het boTen- of grondvlak kmmen echter ook 
2= O zqn, en in dat geval zijn eyen zoovele zijvlakken drie^ 
hoeken. Zij nn in Fig. 6 zolk een ligohaam afgebeeld, begrepen 
totsohen een vijfhoekig grond» en bovenvlak en vigf trapetia tot 
zijvlakken. 

Hen trekke ait de hoekpunten F, G, H, I, K van het boven- 
vlak evea zoovele evenwijdige lijnen naar het grond vlak| Fa» Gi, 
Re f ld, Ke en vereenige de ponten a, b, o ^ d, e^ door regte 
IQnen op het grondvlak , dan zal daardoor eene fignar abcde ont* 
staan » die gelijk en gelijkvormig aan het bovenvlak is. Verder 
vereenige men de hoekpunten van het grondvlak met de overeen- 
komstige hoeken van het geprojecteerde bovenvlak, door de lijnen 
ka, U, Co, Bd, Ee, dan is het geheele ligchaam verdeeld in 
een prisma a^odlsFGHIK, dat de kern zonde kannen genoemd 
worden, en v^f afgeknotte driehoekige liggende prisma's ^ kBbdFG, 
BCc^GH enz., die om de kern heen staan. 

Laat nu g^ g' , g*' , g'" , g'^" de grondvlakken dezer prisma's zqn, 
m, m\ m' V 9i'"» m"'* de doorsneden op de helft der 
hoogte , evenwijdig aan het grond- en bovenvlak -, 

het geheele grondvlak ABCDE = G> 

de doorsnede Van het geheele ligchaam op de helft der hoogte = U» 

het bovenvlak FGHIK = qbcde = B, 

de hoogte . =s &; 

Oanis: !<>. G = y + ^' + g" + g"' + y''" + B , 
20. M = m + w«' 4" tfi" +,m": + m"" + B. 

Nu heeft men; 
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iMt sBidddite prisma «f dd keni =: A X B = J A^+4B+ B), 
het i«te geknotte drieh. priima kVba£¥ = jA^ + ^««^ 
» 2d» » » » BCciHG ==' jACg'' +4»'), 

é Silo » » » CMoïH =§*(?" +4m"), 

» 4de » » » DEéiiai = §Afer'" +4m'"), 

» 5de » » » EAoeFK = j^jg'"' +^ni"'% 

optellende Lomt: Ligchaam &BCDEFGHIK '= §A(G + 4M + B). 

AiaiXEKua. Het kan gebenren, dat het geprojecteerde bofen- 
vlak abclle niet, zoo aU in de fignnr is geteekend, geheel op het 
grondvlak Talt, maar voor een gedeelte er buiten. Ditb.v. sonde 
het geval kannen zi)0| indien de zqden FG en KI langer varen 
dan de overeenkomstige zijden AB en ED van het grondvlak. 
Hierdoor echter zoode het bewijs geene andere verandering onder- 
gaan , dan dat een of meer der grondvlakken g^ der oveieenstem- 
mende middenvlakken «• , en der bijbehoorende geknotte liggende 
prima's als negatief zonden voorkomen , loodat het bedoit der 
redenering onveranderd blijft. 

Indien daarentegen een of meerdere zijden van het boven- 
vlak = O zijn , dan zonden de liggende prima's , die in die zijden 
eindigen, in piramiden zijn overgegaan, en das ook het bewijs on- 
veranderd doorgaan. 

Iste Gevolg. Wanneer al de opstaande ribben aan het lijohaam , 
AFi BG, CH, Dl, EK, verlengd z^nde, zich in één pont ont- 
moeten , dan is het beschoawde ligchaam eene afgeknotte piramide. 
Dit is een bijzonder geval der bewezene stelling. Das is ook: 
Inh. Gekn. Pimmide = ^A(G 4- 4U + B). 

2de GivoLo. De geknotte kegel de grens rijnde waartoe eene 
geknotte piramide nadert, wanneer de rijden van grond- eo boTen- 
vlak kleiner worden en in aantal toenemen, zoo volgt, dat ook 
de inbond eens geknotten kegels door dezelfde formole gevonden 
wordt. 

BiPALino. Wanneer de opstaande ribben eener piramide, en de 
zijvlakken over het toppnnt verlengd worden, ed deze verlengde 
ribben en zijden door een vlak evenwijdig aan het grondvlak der 
piramide gesneden worden, dan ontstaat er eene piramide boven 
het toppnnt, die wij ten aanzien der oorspronkelijke piramide, 
iegengeêteld zallen noemen. Eene piramide en hare tegengestelde 
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te amen » nlleo wij euie MMê pframide dMmau Daiettfe 
booamingeii zallén ook voor dA k^elt g^bdsigd «orden. 

AiRBBBKiHo, £ene didibele piEamide behoort «igentlijld iot de 
geknotte piramiden , in een» meer algemeene opTatting tkn ket 
denkbeeU. 

6de Stiiuvo. D0 inhoud eener dubbele Piramide wwfdi eok 
gevonden door het zesde der hoogte ie vermenigvuldigen met de 
•om van het grond^ en bovenvlah en van fiermalen een snijdend 
viah üp de helft der hoogte^ evenwijdig aan het grond- én bo» 
venvlak. 

Bkwijs: (Fig. 7) Hiertoe tnllen tvij aanfangen met de iraarbeid 
tan bet gestelde aan te toonen Toor eene driehoekige dabbele p« 
ramade. Zij ABCDEFG de dabbele driehoekige piramide. Men 
trekke evenwijdig aan eene der opgaande ribben , b. r. BE, door 
de hoekpanten F en G| waar de, andere ribben eindigen , de Iq- 
nen FI en GH tot aan bet grondvlak, waar zij de verlengde AB 
en BC ontmoeten. Uierdoor ontstaat een prisma BfliFGE. Men 
trekke de lijn FR evenwijdig aan de ribbe GG tot in K, waar 
^ de verlengde AG ontmoet. Ëiadcl^k trekke men de l^n KI, 
welke evenwijdig aaor BC iijn zal, otttdat KG en IH feiijk en 
«venw^dig aan FG zijn. Hierdoor ontstaat een ander driehoekig 
prima CGHIFK en ook eene driehoekige piramide AFKF. 

Na is het doidel^k, dat de dabbete piramide ABGDEPG, gelijk 
ia aan de piramide AIKF -^ prisma BHIFGE -^ prisma €GHIKF. 
Zij weder het grondvlak der dehbele piramide ABC = G , 
» bovenvlak » » n £FG =^ B , 

» middenvlak» • . n aba = M. 

Zij nog bet Trapeziam KCBI z=z g, ea kcbi = m^ 
dan is het grondvlak AIK = G + j", 
» middenvlak aik = M + m. 
Das piramide AIKF. . . =! JA(G + y -h 4M +• 4»), 
en prisma BHIFGE. . . . = jA(B + 4B -h B). 
Maar het grondvlak KCHI = g + B , 
» middenvlak kchi zsi m + Bf 
das prisma CCHIKF . . . = ih{g + B + éw + 4B). 

Optellende en aftrekkende komt : 
dabbele piramide ABCDEFG = '3A(G + 4M + B). 

De stelling alzoo voor eene dabbele driehoekige piramide be- 
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wum lijnde I zoo volgt onnuddellijk , dat z^ «oor allo dnbbtia 
piramideD doorgaaU ledere dubbele pinmide toch, bwT.de tiem 
boekige KBCDFabod (Fig. 8) Lan ia aan elkander slaitende dubbele 
drieboekige piramiden verdeeld worden. Men trekke daartoe b.v. 
de lijn MTm van 'bet grondvlak door bet toppunt naar betboveo« 
vlak, en vereenige de punten A en M, a en Mi B en M ^ 5 en «ii 
<G en M, c en m enz., dan zal de verdeeliDg der dubbele pin* 
mide ABCDFabcd in vier dubbele drieboekige piramiden gedaan 
zijn, velke allen dezelfde boogte als de voorgestelde piramide bebbeo. 
GivoLo. Be inbond eens dubbelen kegels wordt insgelgks ^ 
vonden door de formule 

I = SA(G + 4M + B). 

AurmtaKino. De bekende uitdrukking om den inbond eene^ 
geknotte piramide, of van eenen geknotten kegel te berekenen ^ te 
weten: I = |A(G + p^GB + B), 

'gaat niet onveranderd door voor de dubbele piramide of den 
kegel, maar wordt voor deze ligcbamen ' 

I = \h{G — yGB + B). 

De reden biervan is, dat, wanneer men bet bovenvlak eener 
geknotte piramide steeds booger neemt , en voorbij bet toppmt 
brengt , bij den overgang van dit vlak door bet toppunt , yB 
negatief wordt : dus nermnderi y/G X l/'B dan vofs teehen , ter- 
wijl yB X l/'B of B hetzelfde teehen behoudt» 

Met bet middenvlak M is dit niet alzoo gelegen , want dit vlak , 
steeds op ^e belft der boogte van de piramide zijnde, wordt niet 
nW , bij den evergang vaü de a%eknotte tot de dubbele piramide. 
En wanneer eenmaal de dubbele piramide zoo boog is geworden , 
dat bet middenvlak van de regte tot de tegengestelde piramide 
overgaat, dan verandert tiaarbij wel yJA van teeken, maar 
M = |/^M X yVi blijft pontief. 

Givoxo. De inbond van elk ligebaain , dat tussoben twee evcn- 
wqdige vlakken zamengesteld kan woeden uit ie som van pirami- 
den , zoowel enkde* , dubbele- ak a%eknotte piramiden , prisma s , 
kegels en cilinders, bobbende allen bon grond- en bovenvkk in de 
genoemde evienwijdige vlakken , kan door denzeUden , meermalen 
gameiden regel gevonden worden. Hetzelfile besluit geldt ook 
voor een ligcbaim , dat door dè optelling van eenige, en aftrekking 
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van eeo of meerdere andere piramiden j prisma's , kegels en ciU|i- 
ders, hebbende allen dezelfde hoogte, ontstaan is. 

Aarhbkkikg. Bij ligchamen, die enkel oit samenvoeging en optelling 
van piramiden en prisma's ontstaan zijn, moet men bedacht wezen, 
dat bij verplaatsing van het bovenvlak, soms een gedeelte der raimte 
dobbel of meervondig kan voorkqmen, behoorende tot twee of meer 
zamengevoegde piramiden, prisma's, enz. Indien b.v. in Fig. 7, het 
ligchaam JdÈCchia beschouwd wordt , dan is dit blijkbaar gelijk 
aan de som der afgeknotte {nramide hBCcba en het prisma VEIAib, 
Tot op de hoogte van het toppont D gaan piramide en prisma 
ieder afzonderlijk ; de grond- en bovenvlakken van het ligdbaam 
zijn dan gelijk aan de som der grond- en bovenvlakken der 
piramide en van het prisma. Haar boven het toppunt D treedt 
het prisma , eerst gedeeltelijk en daarna , hooger op , geheel in 
de tegengestelde piramide \ en in het bovenvlak des ligchaams ligt 
dan het bovenvlak der dubbele piramide geheel> of voor een deel 
op het bovenvlak des prisma's. 

Ten andere moet men ook in acht neméi, dat, als een lig- 
chaam nit optelling en aftrekking van piramiden en prisma's 
ontstaan is^ — waarbij begrepen wordt, dat de ruimte, die bij de 
zamenstelling dubbel voorkomt , door de aftrekking weder tot eene 
enkelvoudige ruimte moet temggebragt worden — het echter 
gebenren kan , dat een gedeelte der numte alleen tot het af te 
trekken ligchaam behoort, in welk geval dit gedeelte aï$negaiiêf 
moet beschouwd worden, en als zoodanig in den bewezenen regel 
ter inhoodsvinding begrepen is. In het algemeen kan geen der 
beide gevallen voorkomen , dan wanneer het bovenvlak des ligchaams 
gelegen is boven de snijding van twee of meer der opgaande 
ribben der zijvlakken in een of meer punten. Het bovenvlak 
onder, of juist ter hoogte van het laagste punt van doorsn^- 
diug van twéé opgaande ribben gelegen zijnde , gaat het Gevolg 
der 5<le Stelling steeds letterlek door; boven dit punt of die 
punten kan soms de beteekenis eene gewijrigde zqn , dierwijze , 
dat optellen in aftrekken verandert of omgekeerd 5 met andere 
woorden men moet steeds door inhoud des ligchaama de algebm- 
üche som verstaan der inhouden van de piramiden, kegels en 
cilinders enz., uit wier zamenvoeging het ligchaam kan begrepen 
worden ontstaan te zijn. Ter opheldering dient het volgende: 
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Een yierhoekigf liggend prisma ABCDGHK (Fig. 9), kan beschonvd 
worden aU de som tan twee driehoekige liggende prisma's en van 
een parallelopipedom : men trekke slechts — volgens de constmc- 
tie bij het bewijs der 4de Stellbg gebruikt — in de staande boven- 
en grondvlakken van het prisma de evenwijdige lijnen GL, HM^ 
KN, 10, en brenge daardoor evenwqdige vlakken GN en HO, dan 
beeft men doidelijk: 

Prisma ABCDGHIK = Prisma ALGKDN + Prisma BMHICQ + 
Parallelopipednm GHMLNOIK =:= ^A(G + 4M + B> 

Verlengt men echter de beide zijvlakken ABF£ en BCFE voorbij 
de lijn EF, en brengt men een evenwijdig vlak aan ABGD , name- 
lijk A'B'C'D', door deze verlengde zijvlakken, dan ontstaat er nog 
een driehoekig prisma, waarvan A'EB' het staande grondvlak is. 
De vereeniging van beide driehoekige prisma's op AEB en A'EB' 
kan men een dubbel-driehoekig prisma noemen , maar' eigentlijk 
is het een vierhoekig prisma met ABB'A' tot bazis^ zijnde een 
vierhoek,' waarvan twe% zijden AA' en BB' zich in £ tnsschen de 
andere rijden AB en A'B' snijden. Het bovenvlak A'BXi'D' van 
dit ligchaam moet na ten aanzien van het grondvlak ABGÓ als 
negatief beschouwd worden ; want de lijnen A'B' en D'C' loopèn 
blijkbaar in tegengestelde rigting van AB en QC, terwijl AD en 
A'D', BC en B'C' dezelfde rigtingen hebben. Het bovenvlak 

B = A^B' X A'D', 
is dos negatief ten opzigte van het grondvlak 
G = AB X AD. 

Wanneer A'B' ) AB is, én alzoo het middenvlak M boven EF 
komt, dan zal om dezelfije reden ook M negatief zijn ten oprigte 
van G. 

Trekt men nn ook de evenwijdige lijnen klj' en BW, dan 
blijkt nit de fignnr dat 

AAEB — aA'EB' = A AAI' -h aBB'M' — Parallelogr. A'B'M'L' is j 
dos ook : 

Prisma op AEB — Prisma op A'EB' = Prisma op AAX' + 

Prisma op BBIH' — Parallelopipedom op A'B'Hli'. 

Het bovenvlak, dat, zoolang GHIK onder de lijn EF was, moest 

opgeteld worden , moet nn worden afgetrokken ; en men heeft 

na blijkbaar : 

Prisma op AEB — Prisma op A'EB' = jA(G + 4M — B), 
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100 laag namdqk A'B' { AB üj maar 
Prisma op AEB — Priama op A'EB' = iA(G — 4K • B), 
«anneer A'B' ) AB it geworden, of liever , daar in dit geval 
het tweede prisma grooter is geworden dao het eerste : 

Prkma A'EB' — Prisma AEB = JA(B + 4B — G)- 

Men kan dan het middenvlak M steeds als posiii$f in rekening 
brengen, door het grootste der beide vlakken AC en A'C' als 
grondvlak aan te nemen. 

Om aan te wiJEon., dat bij het toepassen der Ibrmale 
|ik(G *1- 4M + B) het omgekeerde driehoekige prisma, mgalief 
is, kan men ook nog op dese wijze te werk gaan : 

21ij in Fig. 10 alleen bet staande grond vhk des prisma's voor- 
gesteld y ABHG van het gewoon vierhoekig prisma , ABB'A' van 
het-dubbfil driehoekige. Men trekke eene lijn BIK evenwijdig aan 
AE en verlenge de lijnen GA en B'A' tot aan deze Ujn, dan blijkt 
nit de fignar , dat m^n heeft : 
Prisma op ABBG £=: Pamllelopipednm op ABIG — Prisma op HBL 

Komt het bovenvlak B echter boven E, dan heeft men evensoo: 
PrismiKip ABB'A' = Parallelopipedam op ABKA' — Prisma op B'BK, 
4at IS jios : : 

Prisma op ABB'A' .=s 'Prisma op ABE — Prisma op B'EA'. 

Even 200 blijkt ook het negatief zijn van het boven- of midden- 
vlak zoodra het boven E kprot , want men heeft 

1^« onder E, GH = Gl — BI, en dos, op dezelfde wijze 

2o. boven E. BA' = A'K — B'K. 

Zoo men ia Fig. 11 de opstaande vlakken van het geknotte 
prisma ABGDEF boven de lijn EF verlengt, bet geheel door een 
vlak evenwijdig aan het grondvlak ABGD afsluit , en aldas een 
afgeknot-Jigg^nd-dabbel-driehoekig-prisma vormt, dan bestaat dit 
uit het geheeh dobbele-prisma ABNOEFO'N'B'A' met aftreküng 
der piramide FCDNO en invoeging der omgekeerde piramide 
FD'C'N'0'. 

Laat G', M' en B' het grond-, midden-* en bovenvlak van het 
geheeh dubbele prisma zijn. 

g, m en A de overeenkomstige vlakken der dubbele 
pimmidei en 

G, M en B de grond-, midden- en bovenvlakken van bet 
geknotte <lobbele prisma , dan heeft men : 
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PrWHi APNOEP ^ omgek, Pi»«na A'B'N'O'EF = iA(G'+4M WB'), 
Pil«wMeFDCN04- PöijBk. PiimMe FD'CN'O'ss JA(5f 4,4m -+• 4^) j 

Vmm ABNOBF — Piramide FDBNO 
^{<MI«fik.Pfftfma VBaif'O'ËF + omgel. Picamide FB'&N'On 

dal itr 

Geknot Prisma ABCDEF -^ gekoot omgek. Priama A'fi'CyD'EF 

==t S*(G + 4M -• B), 
Zoo bel middeiiTlak boven de lijn EF komt, it ode M negatief. 
Dit geval il dos oyereenkomttig met het eeret overwogeno van 
het iubbêle-primnm ; ook i^a is het boven^kk B negaüef. 

Indien men in Fig. 12 de zQvlakken verlengt beve» de lijn &^ 
on dan ec? ovenw^ig vlak aan ABCD aanbrengt ter «vorming van 
een a^eknot-liggeanMAbbetdriehoekig-prinaa , even' als bij de 
voorgaande figaor ondersteld is , met het ondersoheid, dat no do 
lijnJSF k^ffter dan elk der andere tijden AD en BC "is» dan^moet 
bij liel ]geheele diihbéle^ivieBa de' piramide EDCNO btfgetcegd en 
h^ omgekeerde! ED'C'NH)' afgetnokkgf^ worden om het gêknoHê' 
dubbele prisma te vormen. 

. ^^hoodéns 4eaiiy(k4bettek«iiajisen der lettert, heeft men akoo: 
PiSsma AfiNOEF r^ ov9§A. PriiBsa k'B'li'0!Mz=:j^{G'+m'^^), 
Piramide FDCNOHr Mt^.Pimmide FD'G'N'0'=;=|4(;.+ 4«» -(*.&). 
Alsna optellende ^ kooat : 

Pffisma AjmOËF 4- PinHDtde FDCNO 
V*{oa%ek. frïsma AVN'O'EF -^ omgék. Pif»ide FB'G'N^O'} 

.>,..^.8A(G' + ^ ^ 4(M' -h m) ~ (B' - A)), 
4fltïa^ «öo lingB' > * ia, 
fieknbt.Priamit ABC^DEF ^ geknot omgek. Prisma A'B'C'D'EF 

sa JA(G 4*. 4M ^ B). 
Hdboienvlak A'B'G'0' isnQfM^ê/indefonnole^G+4M4-B), 
omdat het bestaat ait do algebraïsche som van het negatieve vhJk 
A/WW en van leifoaMeM vlak B'CN'O', welk laatste kleiner 
da* het eerste ia. Wanneer men echter het boven vlak hooger bren^ , 
dan wordt de iqde A'D' kleiner, nul en ten laatste negaHef. De 
li^d» A'iy is «tt/, wanneer het bovenvlak door het snijpunt M 
dar lijnen AB «t^ i^F gaat. Op dit oOgenUik is het vierhoekige 
bovenvlak een driehoek geworden. Eieit ttien het bovenvlak nog 
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hooger, dan komt D' links van A', terwijl, Tooreent nog, C^rtglê 
Ttn B' blijft j dan bestaat het borenflak B ait twee drMoekm^ 
of liever I dan is het een TierhoA geworden , waarvan de over* 
staande zijden A'B' en C^O', sich snijden tosschen de twee andere 
tijden A'D' en B'C^ Van dezen vierhoek is de (geaebadowde) 
driehoek, dié B'C^ tot zijde heeft, fMgro^t^/* gebleven , terw^l de 
andere driehoek , met de negatieve zqde A^D', potiiief is geworden, 
zoo als dit ligtelijk Uijkt nit de oitdrokking , 
Vierh. A'B'C'D' = Vicrh. D'CWO' — Vierh. A'B'C'D' = * — B'. 

Zijn beide driehoeken met de zijden A'D' en B'O aan elkander 
gelijk^ dat is: wanneer B' z=: b i», dan is B .= O, 

Brengt men het bovenvlak nog hooger, dan wordt & ) B' en 
alzoo b — B^ = B weder pasiiief. 

Gaat het bovenvlak door het pnnt L , waar de verlengde ribben 
BE en CF elkander snijden , dan is B wederom een dnehoeh die 
geheel positief is. 

Boven het pmit L wordt ook de rijde B'C' negatief, even ala 
de zijden CD' en B'A'» en ook de afêkmd der zijden A'D' en 
B'C' reeds waren van de lijn £F af. Het bovenvlak B is en bl^ft 
nn verder, hooger op, steeds porifief. 

Indien het middenvlak nog onder de l^n EF is, dat is: nog 
ponttefUf dan heeft men blijkbaar: voor den inhoud van het 
af geknotte dabbele-priêma , weder de aitdrokking 

I = 3A(G + 4M -h B) 
= Geknot Prisma ABCDEF-h Ligchaam A'B'C'D'BIL — Pir.EFHL 

Komt het middenvlak M in en boven de lijn EF^ dan wordt 
ook dit eerst O , dan negatief y daarop weder O » tin' dan poeiiief^ 
even als dit met het bovenvlak B aangetoond is. De driehoekige 
piramide is dos alleen, wat de llgchamelgke inbonden betreft, 
als negatief te beschoawen , alsmede alle doorsneden , welke even- 
wqdig aan het grondvlak door de^e piramide gaan, voor zoo veel 
de vlakte inbonden betreft. 

Beschonwen w^ eindd^k het ^eval in Fig. 13 voorgesteld, wan- 
neer de lengte der ribbe EF van het liggend geknot prisma tos- 
schen de lengte der beide andere ribben begrepen is. De vec- 
lengdeii der ribben FD,AE en FC,BE snijden zich nn de eerste 
in U onder de lijn EF^ de tweede in L boven de Iqn EF. Het 
geknotte driehoekige prisma ABCDEF ontstaat nn nit het prisma 
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ABNOËF door b^vo&ging der piramide FNCP en aftrekking der 

piramide FODP ; aldos : ^ 

Geknot Prisma ABCDEF=Pri«maABNOEF+Pir. FNCP— Pir.FDPO. 

Bij de omgekeerde ligchamen wórdt het omgekeerde prisma 
negatief, maar de beide omgekeerde piramiden blijven poeiUef, 
dus heeft men: 

— Omgekeerd Geknot PrUma A'fi'G'D'ËF = ^ Prisma A'B'N'O'EF 
— Piramide FDT'O' + Piramide FN'C'P'. 

Zoo lang na het bovenTlak boven £F en onder het snijpunt 
L ligt, is het in lijn geheel als negatief te beschouwen^, en dit is 
e?en zoo het geval met het middenvlak; te weten, dan is: 
B of M = — A^B^N'0' -+- C'WP' — OT'D' = — ATB'C'D'. 

Komt het bovenvlak ter hoogte van het snijpunt L , dan wordt 
de zijde B'C' = O , en dus verandert het vlak in een' driehoek. 

Boven het snijpunt L is de zijde B'G' negatief geworden = 
B'"G"% en alsnn is het bövenvlak zamengesleld uit twee drie- 
hoeken QB'"C'" en QA'"D'", waarvan de eerste poeüief, de 
tweede negatief is , gelijk dit duidelgk blijkt uit de uitdrukking 
g _ _ A'"B"'«"'0'" -h C"'N"'P"' — 0"'P"'D'" 
= -h C'"B"'Q — A'"D'"Q. 

Bij eene plaatsing van het bovenvlak tusschen de lijn EF en het 
punt L , heeft men alzoo , zoo lang M onder EF blijft : 
GeknotPrismaABCDEF— GeknotPri8maA'B'C'D'EFz=:$A(G+4M— B). 
* Komt M boven EF dan wordt ook M negatief. 

Is het bovenvlak boven het snijpunt L gelegen , dan zal B 
jpoaüief of negatief zijn , al na dat AC'''B'"Q grooier of kleiner 
dan AA!"'QI>'" is. — Dezelfde regel geldt ook voor H; — en- 
dan geeft de uitdrukking 

JA(G + 4M + B), 
de waarde van 
GeknotPrismaABCDEFfPiramideLB"'C'"Q— LigchaamEFD'"QA"'L; 

Men kan nog opmerken, dat als men in de beschouwde Figuren 
9, 11 , 12 en 13, het grondvlak naar opvolging der letters rond- 
gaat, van A naar B, van B naar C, van G naar D en van I) 
weder naar A, deze rondgaande beweging, — zoo als de letters 
geplaatst zijn — eene is. die genoemd wordt tegen-Mon; maar 
dat , alt men eenig negatief bovenvlak , b.v. van Fig. 9 rondgaat p 

Ile DwL, Ile Stuk. Q 
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vo^eDS de opvolgiDg der overaeiikomBtig ttuodé letters A', Bf', 
C» DS deze rondgaande beweging geschiedt llle^scnl, eene joitt 
omgekeerde rigting. Verder ziet men , dat in het weder pontief 
geworden boTenThk A"fi"C"D" van Fig. 12, it rondgaande 
beweging ook icedef geworden ü iegen-zon; en eindelijk , dat w^ 
een bovenvlak , dat gedeeltelijk positief en gedeeltelijk negatief 
ia, zoo als het Wak A'B'G'D' b^ Fig. 12, of A'"B"'C"'D'" van 
Fig. 13 , de omgang Tolgent de orde der letters om het positief 
deel geschiedt tegen^sum , even als bij de grondvlakken , en om het 
negatief deel, mel-Mon ^ dat is juist omgekeerd. Hierin is aldus 
een gemakkelijk middel gelegen» om te onderscheiden of een 
boven* of middenvlak geheel of gedeeltel^k als negatief moet in 
rekening gebragt worden. 

Als een ander voorbeeld , hoe door de zamenvoeging van Pira- 
miden » Prisma's enz. tot een enkel ligchaam, ook ligchameli^e 
ruimten en doorsneden kunnen ontstaan die als negatief aange- 
merkt moeten worden ; zoodra de piramiden in dubbele zijn over- 
gegaan, zollcn wij ook nog een ligchaam, zoo als in Fig. 6 is 
a%ebeeld, nader beschouwen. 

Wanneer men de vlakken AFa , BQh , CUc , DId enz. verlengt 
tot dat twee opvolgende elkander snijden, dan kan het ligchaam 
aangemerkt worden te bestaan uit de torn van Tijf afgeknotte pira- 
miden , mtfi een prisma , dat aan die -piramiden gemeen is , waar 
de ruimte dubbel geteld i$.. «^ Zij Fig. 14 het grondvlak van 
het ligchaam in Fig. 6 afgebeeld : F , G , H , I , K de v^f punten 
waar de Terlengde lijnen Aa, Bb enz. elkander sn^en, dan 
Tolgt mt de figuur 
Grondvl. ABCDË := AAFB + ABGC + ACHD + ADiE + aEKA 

— Vyfh.FGEIK 
Bovenvl. abcde = AaVb 4- aMc -+• A«BW + Adie -+- AeKo 

— Vijfh.FGBIK. 
Het Kgchaam is ahoo getfjk aan de aom der afgeknotte piramïdeii , 
die ABF , BG€, CHD , DIE ea EKA tot gnondflakken bobben, en 
de driehoeken , ohF » bGe , ofld , die en eKa tot bovenvlakken , 
min het prisma, dat den vijfhoek FGBIK tot grondvlak heeO. 

Wanneer men zich nu voorstelt dat het hoveavkk des ligcheane 
steeds hooger genomen wordt, dan zal tot aan het hagtte top- 
punt der 5 piramiden , b.v. K, alles ontecaiiderd hetzelfib Uijve»« 
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Kovt €ehler het boTWflak nog hooger ^ dan eal er tol aan het 
kêogtiê t^ipnnt der pimmiden , . b.?. l^ een gedeelte der ndmte 
MÜpk ^ die tot geêm der dubbele piramiden behoort| fnaar irel tet 
het vijfhoeLige priima. Dit priimai algetrc^ken moetende wor» 
den I lal de bedoelde raimte ook negatief Toorkomeii. Men kan 
adi hiervan het heat overtnigen door van het laagHe toppunt K 
tot het hoogste toppaat I eenige doorsneden te teekencn. In elk 
deaer doorsneden komt dan een negatief vlak voor, dat eerst klein 
ia» ▼ervolgena grooter wordt, totdat het gelijk staat aan het over* 
Mijtende poêitieve deel der doorsnede , en aldos een snijdend vlak 
geeft, waarvan de waarde r= O is. — > Hierop verkrijgt het nega- 
tieve gedeelte de overhand. Het positieve vlak verdwijnt geheel , 
maar komt daarna weder te voorschijn, wordt grooter, en nogmaals 
ontstaat er eene waarde = O, voor de doorsnede. Verder op wordt 
het positieve vlak nog grooter^ het negatieve steeds Reiner en van 
het hoogste toppnnt I af , ïs het negatieve vlak geheel verdwenen. 
De doorsnijding valt alsna geheel in de tegengestelde piramiden. — 
Se hierbij gevoegde 10 doorsneden Fig. li*, 'o^ b, c, dy e, f^ 
gy hp if kannen tot ophpldcring dezer redenering dienen. In elk 
dier doorsneden ia het negatieve vlak geschaduwd. *— 

In de Fig. a stelt de v^fhoek 1,2.3.4.5 b.v. het grondvlak, 
en de kleinere vijf hoek , insgelijks door 1.2.3.4.5 aangewezen , 
het hovenvlak voor; 1.9, ^.8, 3.7, 4.0, 5.1(X zijn de projeo- . 
tien der vigf opgaande ribben; 6, 7 , 8, 9, 10 de projectiën der 
punten-, waar die ribben zich twee aan twee snijden. Fig. b is 
eene doorsnede, genomen op de hoogte van het punt I; de punten 
2| 3 en 7 vallen daar in i^e'n, en de lijn 4.5 is van rigting om- 
gekeerd j waaruit een negatief deel van het boven vlak ontstaan is. 
Fig. o geeft eene doorsnede iets hooger, waarbij , behalve de zijde 
4.5, ook de zijde 3.2 omgekeerd is, en het geheele boven vlak 
negatief ia geworden. Hierbij ziet men weder, dat de tang'* 
orde van^ opvolging der cijfers 1 •2.3.4.6 geheel is omgekeerd, 
In Fig. d is dit m^e het geval, terwijl nn ook de zijde 1 .2 om* 
gekeerd gerigt is. Het geheele vlak is nog negatief. In Fig. e 
ia de zijde 1.5 ntU geworden; de pnnten 1.5 en 9 zijn in een 
gevallen ; een gedeelte van het boven vlak is weder positiefs en 
de waarde van het |eheele vlak kan =z O zijn. Fig f^geak 
stellen weder verdere , hooger genomen bovenvlakken voor , die 

Q2 
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alleogs grooter worden: met nitsoadering der zijde 4.3 loopen 
alle overige z^den in tegengestelde rigting van de oorspronkelijke 
in Fig. a. Het negatieve deel ?an het bovenvlak wordt steeds 
kleiner. In Fig. t is de binnenste vierhoek 1.2. (4. 3). 6 de af- 
teekening eener doorsnede op de hoogte van het pont 6 } de zqde 
3.4 is hier = O en het bovenvlak weder geheel positief gewor- 
den. De buitenste vijf hoek 1,2,3,4,5 stelt eindelijk een boven- 
vlak voor , dat boven bet pont 6 genomen is ^ al de zijden 
loopen hier in tegengestelde rigting van de oorspronkelijke in o. 
De rangorde van opvolging der punten 1, 2, 3, 4, 5, wanneer men 
den veelhoek langs gaat , heeft zich echter geheel hersteld : het 
bovenvlak is positief. 

Men herkent in de voorgaande ontwikkeling duidelijk den loop 
eener tweedemagts uitdrukking, die in twee bestaanbare fiictoren 
ontbonden kan worden, en het is ligt in te zien^ dat de uitdrukking 
van den inhoud eener doorsnede , in functie van hare hoogte , 
juist eene zoodanige zign moet: want laat o, a* , a" , a'" en a"" 
(Fig. 14) de vijf hoogten der toppunten van de piramiden boven 
het grondvlak voorstellen, x de hoogte eener doorsnede, b* de 
vlakte-inhood van den vijf hoek FGHIK, g , g' , g",g'*\ g'"' de 
grondvlakken der vqf piramiden , en y eene doorsnede , dan zal 
men hebben : 

_ {asy . ^ ja'—^y „ W*-»y ,,, {a'"^sy 
V — *• a^ ^^' a'i "^8- J77i ^8 ' ^7771 






=z G — 2P« + Qa?» = (i{m — ai)[n — #). 

Tusschen de grenzen d? = iitens?=nisy negoHef ; voor 
4? = men# = fii8y = 0; voor x grooter dan m en n is 
y weder positief. 

Uh — O en a — a' = a" = a'" = «"", dan wordt 
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Na 18 alzoo m = «i, het negatieve vlak is verdwenen^ en het 
ligchaam zelf eene afgeknötte of dabhele pifamide. 

HuLPSTELLina. Indien 'twee ligchamen mei evenwijdige grond- 
en bavenvlakken deselfde hoogte hebben; indien de grondvlakken 
der beide ligchamen eene gelijke grootte hebben en ook de boven- 
vlakken even groot '%ijn; en indien ten laatste de dooreneden 
genomen op dezelfde hoogte^ evenwijdig aan de grond- en boven- 
vlakken in' beide ligchamen gel^k, van grootte z^n ^ dan zullen 
die twee ligchamen , welke ook overigens hunne gedaante wezen 
moge, gelijk van inhoad z^n. 

Bewijs : Er zijn hier in het algemeen drie gevallen mogelijk , 
te weten : of de evenwijdige doorsneden kannen , naarmate zij 
hooger genomen worden , van het grond- tot het bovenvlak steeds 
kleiner worden ; of zij kannen , omgekeerd , steeds grooter worden ; 
of ten derde , zij kannen afwisselend tot aan eene zekere hoogte 
in grootte afnemen , vervolgens tot aan eene tweede grootere hoogte 
weder toenemen ^ en zoo bij afwisseling tot aan het bovenvlak toe. 

Na merken wij vooreerst op, dat, als een ligchaam begrensd is 
tnsschen evenwijdige grond- en boven vlakken en eenige zijvlakken , 
* en dat b.v. het bovenvlak en alle evenwijdige vlakken tasschen dit 
en het grondvlak , kleiner zijn dan het grondvlak , dan zal de in- 
hoad des ligclmams kleiner wezen dan een prisma , staande op het 
grondvlak des ligchaams , maar grooter dan een ander prisma , 
staande op het bovenvlak en van dezelfde hoogte als het ligchaam. 

Men verdeele na de hoogte der beide ligchamen in een even 
.groot aantal , n , gelijke deelen , en brenge door de deel ponten 
snijdende vlakken , evenwijdig aan de grond- en bovenvlak ken , 
dan zullen deze doorsneden in beide ligchamen , volgens het onder- 
stelde , twee aan twee gelijk zijn. Zij h de hoogte des ligchaams , 
en laat de doorsneden , van onder naar boven , voorgesteld worden 
door • G,Gi, G„G,, en G^ = B. 

Dan zullen in het eerste geval dit vlakken zijn, die van G 
tot B in grootte afnemen. Beschrijven wij in beide ligchamen op 

elk vlak G een prisma , hebbende -A tot hoogte , en wel begin- 

n 

nende van het benedenvlak G naar boven , dan zal elk prisma , 
volgens het opgemerkte , grooter zijn dan het deel des ligchaams , 
dat tasschen de beide opvolgende snijvlakken gelegen is: diens*' 

Q3 
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▼oigent zullen vi| zoowel io het eeoe als in het aadere li^aam 
hebben : 

lof r < -A(G + G, H- G, + Ga + G«^,)i 

n 

of kortheidêhaWe f of l' < A. 

Beginnen wij daarentegen de prisma's op de snijdende vlakken 
te beschrijven, van boven naar onder gaande, dan zal elk prisma 
kleiner aijb dan het overeeDStemaiende deel des ligchaams , ea das 
ZttUien wij hebben : 

I ofr > -A(G, H- G, + G, -h G«)of > A'.* 

Baar na is A •*- A' = - A (G — G<») 

= 1a(g-b). 

Het verschil dos der grootheden A en A' zal al kleiner en 
kleiner worden, naarmate n grooter genomen wordt, terwijl de 
grootheden I en I' steeds tusschen A en A' znllen begrepen zijn. 

Hieruit volgt, dat, daar A. en A' minder dan eenige gegevene 
grootheid verschillen kunnen, de onveranderlijke I en I' minder 
dab zulk eene grootheid verschillen moeien, dus is noodwendig 

I = V. 

Heeft het tweede geval plaats , dat namelijk de snijdende vlakken 
tfi^ boven toe steeds grooter worden, dan blijft de redenering 
volkomen dezelfiie , als men het grond- voor boven-, en het hoven- 
voor grondvlak aanneemt, dat is: de ligchamen omkeert. — 

Het derde geval is : wanneer de inhouden der doorsneden bi^ 
afwisseling over een gedeelte der hoogte toenemen . en over een 
apjier deel weder afnemen ; dan verdeele men de beide ligchamea 
door evenwijdige snijdende vlakken in zooveele deelen ajs er af- 
wisselingen bestaan, zoodat voor elk deel een van de beide eerste 
gevallen plaats heeft. Deze deelen dan in beide ligchamen stok 
voor stuk gelijk zijnde , zoo zullen ook hunne sommen wederzijds 
gelijk wezen, dat is weder: 

I = 1'. 

flde Smuirfi. De inkoud eener bohormige Schijf i$ gel^k 
om éen zesde der hat^ , vermenigvuldigd , met de som van het 



Digitized by LjOOQ IC 



OVBR M IlfPOQMVira^DW , BMC» . S08 

^grondtiaky het bovenvhh en Yiemraleo ^ene doorêneêe der 
Schijf^' genomen op dén halten nfeUmd tfkeeoken h»i gnmd^ 
en bovenvlak. 

Bcwiia: Zij ABCD (Fig. 15) de Toorgestelde bbhormige tthijfi 
Laat om den bol een cilinder MOPQ beaehreveof tktirden , traarvAA 
het grond- en bovenvKik evenwijdig is aan dè Vlaiktin Afi en CD ; 
zij verder , een dabbele kegel MPOQ befechréTcn zijnde , 
deszelfs toppnnt- in het middenpant des bols en laat eiDdeli|k 
ËFUITGH eene willekeurige doorsnede zi)n tan de schijf, den 
ciltoder en den kegel» dan is, de straal M6 ^t^dücen hebbende^ 

i^*= MG — Mi; 

maar MG i= Ifl en MI i= ï*f , 

— • —1 — f 
du8 IG = IH — IT. 

Hiemit volgt ^ dat op dezelfde hoogte, de dooivnede de^ schijf 
= de doorsnede des cilinders min de dooroiede dds kegels is. 
Das is ook , tnsschen dezelfde evenwijdige vlakken : 
De bolv. schijf =: de cilinder min de dubbele of geknotte kegeL 

Zij weder G het grondvlak AB , B het bovenvlak CD , M èetie 
doorsnede der schijf op de halve hooglei en de hoogte z:=. h. Laat 
g f b, m dezelfde grootheden voor den kegel zijd, en g* de stand- 
Tastige doorsnede des cilinders , dan is ; 

G=g^—g, M = g'-m, B=zg'^b, 
l = ih(g' + V ^ g') ^ ih{g + ^m + b) 

= i%' -g + ^ig' -m) + g'^b) = iA(G +4M+B). 

Ifte Gtveus: Voor een bolvormig segment is B s^ 0; dos 
wordt de inbond van zulk een segment gevonden door de formtde 
I = JA{G + 4M). 

2de GiYOLft. Indien het segment gelijk genomen wordt aan den 
geheelcn bol, dan is ook G = O, en R de straal zijnde, is dan 
M = R»», h = 2R, dos: 

Inh. Bol = |R»5r. 

3de GtToiA: De inhoud van het ringvormige ligchaam, voort- 
gebragt door de omwenteling van een cirkelsegment A£B om eene 
middellijn LM, is gelijk aan den platten ring, voortgebragt door 
de omwenteling der lijn £F, die door het midden F der koorde 
gaat en regthoekig op de as ML opgerigt is, vermenigvuldigd 
met f der hoogte IR.. 

Q4 
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uWant het raigToniiige ligchaam is het Terwhil tiuschen de 
schijr iBGD en den geknotten kegel ABGD. Schijf en kegel 
hebben decelfde hoogte A, dezelfde grond- en boyen?1akken G en 
B> maar de «chijf heeft tot middenvlak den cirkel ED = M en 
de geknotte kegel den cirkel FG = m , dns : 

Schijf AfiCD = ih{Q + 4H + B) 
Gekn. Kegel ABGD = iA(G + 4m + B) 
e% Bing?. Ligchaam AEB, GHD = iA(M -- «i). 

7de Stblliso. IFanneer eene EUip$ GEVW om hare groote 
of kleine as toenieli en alzoo eene omicenteHngs-ellipêdide voort- 
brengt , en wanneer door twee evenw^dige tlakken , beide regt- 
hoekig aan de omwentelings-aa , eene eohijf uit dit, ligchaam 
wordt gesneden , dan jsal de inhoud dier schijf mede door de 
formule I = JA(G ^ 4M -f- B) 

gevonden wwden. 

Biwi/8 : (Fig. 17) Men zoode dit kunnen bewijzen , door op 
de wenteHnga-as , om of in de ellipsoïde , naar gelang dat de 
groote of kleine aa der EUipa wentelinga-aa is , eenen bol te be- 
schrijven, en de snijdende vlakken DG en AB , des noodig, tot 
den bol te verlengen. Deze vlakken zonden van den bol eene 
schijf afsnijden. Brengt men dan tosschen de grond- en bovenvlak- 
ken ergens een evenw^dig snijdend vlak, dan zal men steeds, indien 
a en i& de halve assen der Ellips zijn , de evenredigheid hebben : 

Doorsn. Bol : Doorsn. Ellipsoïde := a^ i b^ 
of, als de wenteling om de kleine as geschiedt: 

Doorsn. Bol : Doorsn. Ellipsoïde = b^ i a'. 
Das zal ook zijn: 
Bolv. Schijf : Ellipsoïdevorm. Schijf =' o» : i&* of = fc* : a*.. 
Haar G'en B' de grond- en bovenvlakken van de bolvormige 
sehijf zqnde en I' haar inhoad , zoo is : 

r = %/i(G'-h 4M' -h B'), 

/b^ &* b^ \ 

dus 1 =x4(^^G'-h4^,M'.f.~B); 

dat is: I = JA(G -+- 4M -+- B). 

En hetzelfde heeft plaats als de wenteling om de kleine as geschied is. 
Maar men kan de stelling ook zonder hulp van eenen bol, 
registreeks bewijzen. Laat daartoe om de Ellipsoïde een Cilinder 
NPQO beschreven zijn, waarvan de beschrijvende lijnen evenwqdig 
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aan de as TW loopen. Laat aan de toppanten der Ellipsoïde V 
en W rakende vlakken afi en yi gebragt worden, welke den 
cilinder doorsneden, en daarvan als grond- en bovenvlakken 
kunnen aangemerkt worden, en laat fên laatste een dobbele kegel 
beschreven worden , hebbende het middelpunt M der Ellipsoïde 
tot toppunt, en de vlakken afi en 7^ tot grond- en bovenvlakken. 
Z^ weder VW = 2a de groote esa GE => 2b de kleine as der 
Ellipsoïde I en laat op eenigen a&tand BIX == s eene doorsnede 
van den kegel , den dlinder en van de £llips(ude genomen wor- 
den , d«n zal men hebben : 

b^ • 
Doorsnede Kegel = »- X — r.a?* =r K, 

» Glinder = tt X b^ ^ = C, 

b* 
» Elh'psoïde = a» X -j (a* — ap*) = E. 

Derhalve is : E =;? C — K. 

Dat heet: op elke hoogte zal de doorsnede der EUipscüde' gelijk 
zijn aan het verschil der doorsneden van den Cilinder en van den 
Kegel. Dus is ook : 
Ellipsoïde vorm. Schijf = Cilind. a!b'c*d! — gekn. Kegel ahed. 

Z^ het boven-, beneden- en middenvlak des gekn. Kegels 
= B', G', M', 
de doorsnede van den Cilinder , als boven 

dan is voor de Eilipsoïdevormige schqf 

G = C — G', B = C — B', M = C — M' 
en I = }A(6 + 4C + C) — |A(G' + 4M' ^- B') 
== iA(C — G' -f- 4(C _ M') -f- C — BO 
= JA(G + 4M + B). 
Dezelfde redenenng geldt ook als de wenteling om de kleine 
as geschiedt, waarbij dan a in b^ en omgekeerd ib in a overgaat, 
maar overigens alles onveranderd blijft. 

Stte Stbli.150. Indien men eene Hyperbool om hare groote 
of kleine as laat wentelen , en door twee evenwijdige vlakken 
regtkoekig aan de as van wenteling eene schyf uit het lig- 
chaam snydi , dan sol mede de inhoud van dete $eh^ f gevonden 
worden door de formule: 

l = lh{G + 4M + B). 
Q5 
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Biwirts Laat in Fif. 17 IH «a LR de Mde miAo^fen éêt 
Hyperbool RYS, TWD ▼oorstéUen, en nemen wij v«oreer8t aan , 
te dê wenteling om d^ groote as VW geschiedt, waafbij de oiia* 
loopers eeneo dubbelen kegd beschreven, Be8cfafi)Ten w^ ook nog 
éenen oXnder, waarfan de beschrijvende lijnen evenwijdig aan de 
oiawentelings*as loopen^ en waarvan bet grondvlak een cirkel is, met 
de kleine as der Hyperbool tot middellijn. Zij weder a en 6 de 
halve assen en IIIZ = m een afitand naar welgevalkn , dan is : 

Doorsnede Kegel = sr X -r*** = K, 

» Cilinder =: ^ X b* = C , 

b* 
» HyperboWde = t X -y (a?* — a*) = H , 

bijgevolg: H =: K — C. 

Het overige van het bewijs is weder geheel als voor de Ellipsoïde. 
Indien de wenteling om de kleine as geschiedt, dan besehonwe 
men den kegel ILM met de as GH en den cilinder «^^f die 
tot doorsnede eeoen cirkel heeft met de middellijn 2a, en na 
iS| op den ai&tand y van het pont M: 

Doorsnede Kegel = »• x -ri ^* = K', 

o*- 

» Glinder = jr X a* = C', 

a> 
» Hyperboloïde = jr X ^ (** -h «*) = H'. 

Dos H' in K' + C' enz, 

AAKKtRKiifO, Indien in Fig. 17 de wenteling om de grooté 
as Tan de Ellips en van de Hyperbool gesdiiedt, dan kan men 
het ligchaam , Toortgebragt door de Ellips en dat door de Hyper- 
bool, als tot één ligchaam behoorende, beschouwen, mits de 
raimte door de Ellips Toortgebragt ais negatief in rekening bren- 
gende, want wij hebben: 

Doorsnede Ellipsoïde E = C -*- K , 
» Hyperb. H = K — C 

Neemt men dan eene doorsnede in de Hyperboloïde RVS ala 
bovenvlak | eene andere in de Hyperboloïde TWÜ als gnmdvlak , 
en tasschen defe beiden op den halven afstand eene doorsnede ala 
middenvlak , 't zij door de Ellipsoïde , als wanneer het midden- 
vlak negoHef zal zqn , 't zij door eene der Hyperboloiden , wan- 
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neer het positief is, dan zal de idtdrokking l;^iA(6 4-411 4*^6) 
de raimte doen vinden , die gel^k ia ann de som der ruimten 
T90 de bovenate en cttdorate Hyperboleiide afgeaiied«|i , min im 
iobaad der EUlpaoide. 

9^0 Stellino. Indien de doorsnede GH der Ellipsotde in 
Fig^ 17 Melve eens EUipe is, Moodat de Ellipsoïde niei meer vtm 
omwenteling is , maar drie nssen heeft , dan Moi nog dezelfde 
uitdrukking den inhoud eener sch^f tusschen twee evenw^dige 
vlakken doen vinden. Want ook au kan men de achijf beschou- 
wen als het vertebil van eeoe^ elüptifcfaen eilinder ms^ aenep 
elliptiacben gekootten kegeL 

lOd» Stellin*, Beiulfde geldt ook voor ds elliptische JBfyper^ 
boloïde , als voor de Ellipsoïde fnet drie assem^ Bevija da voreiw 

lld9 SmLiHft, Het$elfde geldt ook nog wanneer de as TiV 
niei regthoehig staat op het vM, 6H,. mmr daarmede eenem 
hoek naar welgevallen maakt. In dit geval moeien VW en G9 
twee mede-diameters Myn. 

12de SfSLLis«w X^ Inhoud eener Sdujff door twee ^^enw^- 
dêge vlakken gesneden uit eene Patrebolmds^ werdê isok gevondm 
door de formule 

I = \h[& + 4M + B). 

Bfi«7iJ9 : Zy DiE de Paraboloide , en DE en BC de heide 
evenwijdige dooranèden ^ dat Ellipsen of Cirkelf kannen zijn , dan 
weet men dat deze doorinedén. evenredig zijn aan de afstanden AQ 
en AR» tot het toppunt A der as. Onderstelt men nu een driehoekig 
prisma NUOPFG^ zoodanige dat de zijde MNOP = Doorsn. D^ in 
het rerJengde vlak DE ligt, en dat de afstand der ribbe FG lot 
dit vlak =: AR is, dan heeft men op iedere andere hoogte. AQ : 

Doorsnede ]BC : Doorsnede DE =;: AQ : AR 
en u HL : » MO = A^ : AR. 

bijjS,evQJg : Doorsnede liC =;:: Doorsnede HL. 

Dus is, Schijf QCBË = Liggend Prisma UNOPKHIL 
en dus ook: 

h^. Schijf = iA(B + 4M + G) = R(B + G), 

B + 6 

omdat M =i= — — «— is. 

Aanimkiro. Men ziet in het algemeen, dat, wanneer de door- 
snede van eenig ligchaam voorgesteld kan worden door eene uit- 
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drakLiDg fan den vorm 

D = a -h Ad? -f- cx^ , 
waarin s de hoogte der doorsnede voorstelt, men dan dit ligchaam 
beachoawen kan ala de som van eenen cilinder met standvastige 
doorsnede = a , 

van eene wig of driehoekig prisma , als in Fig. 18 , met eene 
doorsnede op de hoogte x :=L.bx, 
en Tan eenen kegel of piramide , met doorsnede 

en dat voor eene schijf nit dit ligchaam de formule I = JA(G+ 4H-hB) 
doorgaat, waarbij men niet nit het oog moet verliezen, dat voor die 
gedeelten des ligchaamS| waarvoor D negatief is, ook de overeenkom- 
stige ligchamel^ke mimte negatief zal z^n. 

In de verhandeling van den Heer Lobatto over hetzelfde onderwerp 
is aangetoond, dat dezelfde uitdrukking voor inhondsvinding ook nog 
doorgaat als de doorsnede van eenig ligchaam, voorgesteld kan worden 
door de formule B =. a -^ bs -h c^r* + dia?*.* 

Het schijnt echter niet, dat dit op eene even eenvoudige meetkundige 
wijze aangetoond kan worden, als voor het geval dat er slechts drie ter- 
men in de uitdrukking voorkomen. — De zwarigheid bestaat daarin om 
meetkonstig te doen zien iAifx^ix = \x^ is. — Van toepassingen die 
Tan de bewezene formule gemaakt kunnen worden, zullen wij alleen 
wijzen op de inhondsvinding van Fusten, wanneer men de duigen als 
Ellipsboogen aanneemt. In dit geval is het vat gelijk aan eene schijf 
eener Ellipsoïde. Is het niet rond, maar met ellipsvormige bodems, dan 
zal het eene schijf zijn eener Ellipsoïde met drie assen.. Wil men vao 
zulk een fust het trati-gedeehe berekenen, wanneer het horizontaal lig- 
gende gevuld is, zoodat de beide bodems bedekt zijn, dan is het iMifi-ge- . 
deelte een segment eener Ellipsoïde, waarvoor dus ook de formule door- 
gaat. Staat het fust overeind, zoodat de bodems horizontaal komen, dan 
is het toon-, zoowel als het gevulde gedeelte, weder eene schijf uit eene 
Ellipsoïde. Bij inhoudsmetingen van schepen of gedeelten ervan^zal de 
formule ook inet vrucht als eene goede benadering kunnen toegepast 
worden. In het algemeen is het, in de toegepaste meetkunde^ eene 
belangrijke uitdrukking voor de inhondsvinding van ligchamen. 



Digitized by VjOOQ IC 



Tlaatl. 




Digitized by LjOOQ IC 



Digitized by VjOOQ IC 






Digitized by LjOOQ IC 



Digitized by VjOOQ IC 



r-aai: 







,->c 




.A 



T 7 



/ 



E |.^^._^._.^._._.'c. 



-i 



Digitized by LjOOQ IC 



Digitized by VjOOQ IC 



PlaalV. 




Jê. 




'T' 



y 



■^. 





Digitized by LjOOQ IC 






Digitized by VjOOQ IC 



Tlaal IV: 




Digitized by LjOOQ IC 



Digitized by LjOOQ IC 



NIEUWE 

WIS- EN NATUURKUNDIGE 

VERHANDELINGEN 

V Air HBT 

GENOOTSCHAP, 

TE AMSTERDAM, 

TBR 8PRBVKB TOBREKDE: 

EEN ONVERMOEIDE JRBEID KOMT ALLES TE BOVEN. 



TWEEDE DEEL. 

TWEXDB STÜE* 

OPLOSSINGEN VAN PRIJSVRAGEN. 

(Gedrukt voor Rekening van het GenootschAp.) 



Te AMSTERDAM, Uj 
WEIJTINGH Elf VAN DER HAART, 

BOEEYERKOOPERS , 

Warmoetttraat, bij de Wijde Kerksteeg, 1} N^ 25, 
1864. 
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G. F. W. BitHB| OploMiDgen der als Prijsvrageo 
YOoq|;e<telde Yraagstokien in 1847, en bekroond 
in 1848, . bl. 1. 

P* H. ym DIB HiVLBif| Oplossingen der als Prijs- 
Tragen voorgestelde TraagstnUen in 1839, en 
bekroond in 1840, bl.101. 

F* A. T. Dblpejlt, Oplosnng van een als PrijsTraag 
voorgesteld Yraagstnk in 1846 , en bekroond in 
1846, bl.l2ü. 

L. GoHnr Stüabt, Oplossing van een als Prijsvraag 
voorgesteld Vraagstuk in 1847, en bekroond in 
1848, blJ29. 

G. F. W. Babbb, Oplossing van een als Prqsvraag 
voorgesteld Vraagstnk in 1848, en bekroond in 
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OPLOSSINGEN 

BIE 

AU PRIJSVRAGEN yooiobstudi 

TRAAGfSTVKKElir, 

▼OOE WUKIR BBAHTWOOBDIH O , TBR ALQBHBBRB TBEaABBBIHO TAH 

DBÜ lABB 1848, BBR PBI18 18 TOBQBWBZBH AAR EBT UB 

DBS CBROOTSCaiAPS 

O. F. fr. B ji X MBi 



TRAAGSTÜK A. 

Men vraagt den stand der drie voorname of hoofd-assen van 
omwenteling te bepalen, die in eenen scheven kegel met cirkel* 
vormige bazisy door het awaartepuni van dat ligchaam kunnen 
getrokken worden, 

OPLOSSING. 

Drie onderling loodregte assen, getroUen door eenig pnnt Tan 
een ligchaam, vorden hoofd-assen Tan omwenteling genoemd, indien 
▼oor dezelve de drie integralen fxyim, fsz^m, fyz^m^ 
waarin 2fm de differentiaal der massa voorstelt, verdwijnen, wanneer 
zij over het geheele ligchaam worden nitgebreid. 

Bg PoissoR, IhUté de Méeaniyue, Tom. II, lum men het 
bewijs Tinden Toor het bestaan van ten minste één stelsel van 
drie zulLe assen door elk willelenrig punt van een ligchaam, 
welke ook deszelfs gedaante zij; ook worden aldaar 'de veigelijkin* 
gen opgegCTcn waardoor de stand Tan die assen in het algemeen 
berekend kan worden , maar in sommige gevallen zal men de op- 
lossing van dit Vraagstak veel knnnen vereenYondigen , door eene 

II* Dbil, II« Stuk. k 
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geschikte keoze van het regthoekig ooofdinatenstebel, waardoor men 
de li^ng der hoofd-assen bepaalt. 

Dit zd bij den scheven kegel met cirkelronde bazis plaats 
hebben, als men den oorsprong stelt in het zwaarteponfl^ waarvoor 
hier de hoofd-assen gezocht moeten worden; het vlak dat door de 
as loodregt op het grondvlak staat voor xs^ihk en de loodl^n 
nit het zwaartepont op het grondvlak getrokken voor as der s 
aanneemt; de rigtlngen der ;i7 en y assen zijn dan mede bepaald 
en daar na aan beide zijden van het d^jsvlak aUes symetriek is, 
weet men reeds vooraf ^ dat de integralen fsyim^ fyzilm uit- 
gebreid over het geheele ligchaam, verdwijnen; want klaarblijkelijk 
heeft men voor elk pont aan de eene zijde van het srjsvlak , 
waarvoor xyllm en yt^m zekere waarden hebben, een overeen- 
komstig punt aan de andere zijde, waarvoor die waarden gel^k 
doch tegengesteld van teeken zijn. 

De vraag is nn of men de y as onveranderd latende, de aa- 
sen der s en der. s zoodanig in het xjsvlak kan doen draaiyen , 
dat voor eenigen stand derzelve ook f xzllm gelijk nnl zij. 

Stel hiertoe dat de nieawe as der m (of die der m*) eenen hoek 
moet maken met de oorspronkelijke as der s^ dan worden de 
coördinaten z en m van de Terschillende ponten in het ligchaam 
vervangen door nieawe x* en m' , zijnde volgens bekende formalen 

s':=:x Cos. — s Sin. ^ , « ' = d; Sin .(P + m Cos. cp ; 
brengt men deze waarden over in ƒ d?V2fm = 0, dan vindt men 
Sin.2(p.f{s* — M^)llfn + 2Ca8.2(Pfgg;lm = 0, . . (A) 
door welke vergelijking bepaald zal zijn. 

Wij zallen das eerst voor de oorspronkelijke assen de integra- 
len fx^Hnif fM*llm en f xzHm zoeken, en hiertoe verplaat- 
sen wij den oorsprong nit het zwaartepunt in den top, terwijl de 
assen evenwijdig aan hare eerste rigtiDgen blijven, zoodat nu de 
k^el (zie Fig. 1) bepaald is door zijne hoogte 01 :^ a, den af- 
stand AB £= 5, en den straal van het grondvlak BD := R; en 
wij vervangen de regthoekige coördinaten (voor deze assen aaoge- 
daid door x^f y^ en S|) door polaire, stellende namelijk 
«j==:rCw.9. y^zz:rSin.6Cos.4t. «^ =rSin.6Sin.4f, 
waarin dos 9 de hoek is die de polaire oidinaat (OH = r) maakt 
met de as der x ea ^ ie hoek die het vlak gaande door r en de 
as der j? maakt met het ^vlak. Alle ponten van den massieven 
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kegel kunnen dan omvat worden door in de vergelijking 

r= ?ï 

Sin. e JSin. i^ 

M^ van Jij = O tot j8x = a te laten aangroeijen en daarbq aan 

6 en iff, tosachen zekere grenzen, alle mogelijke waarden te geven. 

Deze grenzen zqn voor ilt de hoeken, van de vlakken gaande door 

de as der i? en den kegel mkendei'met het xyyfhk, bepaald door 

Cai. *, = Coi. YfiC = Tang. COA = ^ = 5., ' 

Cai. ^^=Cot. V OC' = — Toiv. AOC'=— ^ =— -. 

Heeft men verder voor i^ eenige waarde tosichen deze grenzen g^ 
nomen I dan z^n voor die waarde de grenzen van -8 bepaald .door 

z^nde het in de fignar duidelijk dat men heaft? 

A£ = AO Tang. AOË = AOC^. yjOE = a <^o/. ^ = HF, 

OE — ^ = ^ _ ^ 
~ Cos. AOE &fi. yxOE ~ . Sip. * ' 

BD=EP+FD»AB+PD=AB-H^(BD« -BF«HM.|/^(R»-a*£7ol.**), 

ED' = EF — FD' = ^ — i/(R* — a* Cb#.* *). 

Stellen wij verder kortheidshalfe de massa der cnUek^ eenheid 

van het gelijkalachüg ligchaam gelijk 1, dan is ^ih = 2f j;. ^y. 2f js, 

welke uitdrukking, zoo als bekend is, door het gebruik van polaire 

ordinaten I overgaat in r^ Sin. ir. 2f9. i^\ en moet men nu 

eenige integraal b. v, ƒ F {(C, y, jk) ioh iy. ^m over het geheele 

ligchaam uitbreiden , dan substitueert men in dezelve voor de 

regthoekige coördinaten hunne waarden uitgedrukt in de polaire; 

integreert eerst ten opzigte van r, van r = O tot de waarde van 

r, die met jBj = a overeenkomt; daarna ten opzigte van 9, van 

6 = 9, tot 9= 9a> en eindelijk ten opzigte van 4^, van i|f = ^^t 

tot ♦ ==: «J'a* 

Zoeken wij op deze wijze al de integralen 

ƒ ^lUtn , ƒ ylUm , fi^l^fn, 

fsjf^Hm, fx^SiUm, /y,«i3'»t, 

A 2 
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ƒ ,»Jf«=*M(4i»+R»)- «;,A»M=&M(4R» + **), 

ƒ y»i^« = a« MR», 

ƒ M*im = • Ma» - f. Ma» = |, a»M, 

ƒ fCMim =: f VLab — |, Mai = ^ chlL 

"Vaia heeft mea uit de ▼ergelijking (A) 

«,0.1. 2 ƒ xsim 

2ab 
do. Tang. 2<J* =- ^p-j-3j— ^. . . . (B) 

waardoor de rigtiDgen der hoofd-assen geheel bepaald zijn. 

De uitdrukking voor Tang. 2^ kan alleen den onbepaaldenvorm 
aannemen als men heeft £ = O en 4R* ziza* .of 2R =z a, doch 
in dit geral is het ligchaam een regte cirkelvormige kegel^ waarran 
de Koogte gel^k is aan de middellijn der bazis ; en elk regthoekig 
assenstelsel, waarvan Jiet zwaartepmt de oorsprong is, zal alsdan 
een stekel van hoofdassen zijn. Dit wordt ook nog bevestigd door 
dat hier de integralen Js^Hm, fy^imi f M^Hm allen geligk 
worden , namelijk ^ ^ MR* ^ bij Poissoh vindt men aangetoond, 
dat in znlk een geval het gezegde plaats heeft. Zijn slechts twee 
der integralen b.v. Js^im en Jy^im aan elkander gel^k, dan 
bestaan er nog een oneindig groot aantal stelsels van hoofil-asseny 
doch deze zollen allen de as der s gemeen hebben; dit zal b.v. 
plaats hebben b^ den regten cirkelvormigen kegel als de oorsprong 
der assen ergens in zijne as genomen wordt. Ook wordt dan in 
(B) alleen £=0, dos $ = 0, zoodat een der hoofd-assen overeen- 
komt met de as der s( of de as van den kegel; maar daar nn elk 
▼lak dat door deze as gaat den kegel in twee symetrieke deelen 
verdeelt, is het xs vlak onbepaald, en kannen dos voor de twee 
andere hoo£l*assen aangenomen worden twee lijnen, die door den 
oorsprong gaan en, in het iryvlak gelegen, onderling loodregt zijn. 

Men kan ook gemakkelijk aantoonen, dat bij den scheven k^ 
geen dezer gevallen kan plaats hebben, omdat de integralen Ja'^im, 
f y'^im en ƒ M'^im, waarin x', y' en m* de coördinaten ten 
opzigfe der hoofdwassen voorstellen, allen ongelgk worden* Men heeft 
mamdigk omdat a'z^x Cos. — z Sin. en jb'ztjf Sin. 0-f-jB Cos. (p i$, 
fs'*im=Co8.*(P /a?*ïfii— 2 Sin.(pCo$4 fssHm+Sin. ><J fM^^m 

. ƒ y'^im = f y^im = ƒ y^^im 
fz'^inGzzSin. *0 fiC*im+2Sin4 CosJ^ fszUm+Cos. ^0 fM*im. 
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Kon nu 

ƒ d?'»Jfm= ƒ y'*2fmof/ jp'*ïm= ƒ «'*2fm of ƒ y'*Jfm=: ƒ «'*2f« 

worden, dan zonde men door voor de integralen hnnne waarden te 

anbstitoeren^namdijk > x^incz^^ M (6>+4R*), ƒ y >2^ffi=:^ MRS 

ƒ z^im = 1^ Ma*, ƒ XJtim = |, Ma6 na Leileiding eeoe 

der drie volgende Tergelqldngen Terlaijgen : 

Tang. *0 (4R* — o») + 2ab Tang.(p — i* = O, . (1) 

2ab Tmig.2^ — (4R« + i» — a*) = O, . , (2) 

Tang.^(^. b* + 2a&Taii^.(^ — (4R^ ~ a>) s 0;. (3) 

2 7<ifie.<^ 
maar ait(B) volgt, als men opmerkt dat Tang. 20 = ' y^ ^ ia, 

Kiny. *4).iii&— (4R* + i« — a») Taiv. 4> — «* = 0. (4) 
Kon dna de rergelijking (1) voor eenige waarde van o, £ of R 
waar zgn, dan moest zij identiek zijn voor die waarde met (4), 
waartoe yereischt wordt 

2ab _ 4R« + £> — a> b* _ ^ 

4R* — a» ~ ab ' ^ 4R* —«•""' 

het laatste geeft b^ := 4R* — a*, en de eerste mtdrokkiog Ter- 

andert hierdoor in r ^ — * -y do* zonde •*=-*- ib* moetenzijn, 

hetgeen ongerijmd is. Door & = O en tevens 4R^ -^ a^ = 
of 2R = a te stellen, yerdwijnt het opgerijmde , want de eerste 

uitdrukking wordt dan — = •-• 



Zoo ook zou nit (3) en (4) rolgen 
2a _^ 4R> +b* — a* , 4R« — a* _ . 
£ ~ ab ^ b* '^ ^ 

dna wederom 4R' -* a* = i&* en wq;ens de eerste nitdmkking, 
om het ongerijmde te doen Terdwignen i=::0* 

üit(2) heeft men Tang20:=z^^—tl^ ^ , 

2ab 

dos zonde men dan dienen te hebben 

4R« + i> — a» 2aft 



2ab — 4R> + A* — a« 

of (4R» +b^ — a^y = — 8a?i&«, 

hetgeen onmogelijk is, zoo niet 4R^ — a' = i' = O of 2R = a 
en fr = O wordt gesteld. 

' A5 
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Men ue( dus^ dat alleen bij den regten cirkelvormigen kegel, 
iraartan de hoogte gelijk is aan de middellijn der bazÏ8| de drie 
integnlen gdijk kannen worden ab het zwaartepont de oorsprong 
is; iüt 2al dao ook (zie Poissob) het eenigste pont Tan dit lig- 
diaam wezen , waarvóór de drie hoofilmomenfen yan traagheid even 
groot zijnj en waarvoor elk regfhoekig assen-stelsel een atebel van 
hoofd-assen is. Omdat bij den scheven kegel de intqpralen voor 
hdt zwaartepunt alle drie ongelijk zijn, bestaat er geen pont waar- 
voor dit plaats heeft , maar is er voor elL pont slechts één stelsel 
van hdoUwissen. 

Dó nitdrakkingen fx'^im, fy'^Hm, J z'^tSm worden bij 
den acheven kegel veel zamengestelder dan ƒ s*2fm, Sy^im ea 
ƒ M^im f ■ men zal daarom met voordeel van deze laatste gehmik 
komien maken, om het moment van traagheid van. het ligchaam 
voor eenige as te bepalen* Trekt men namelijk door het zwaarte- 
pont eene l^n evenwijdig aan die as en stelt men dat «, p eay 
de hoeken zijn^ die zg met de assen maakt, zoo is het mo- 
ment van traagheid voor deze evenwijdige as , N^ = Sin, *« 
fx^im+Sin. ^fiIy*im+Sin.*yf9^im'^2 SiHMSin.r fSMgm, 
en is no d de afstand van de gegevene as tot aan het zwaartepmit, 
dan heeft men voor het gevraagde moment 

N = Ni + d^H (waarin M de massa is). 

Om de gevondene fbrmolen te toetsen zullen wij dezelve op de 
volgende bijzondere gevallen toepassen* 

1^. Laat het moment van traagheid gevraagd worden voor eenen 
regten kegel die om z^ne as draait ? 

Hier is £ = O, ƒ s^2(m = fy^im = ^ HR> en dos het 
gevraagde moment = ƒ (j?« + y») aTm = ^ MR*. 

(Zio de Jhfnamica van J. P. DBLtiir, bladz. 44, of die van 
I. R. SaniDT, bladz. SOU, § 365.) 

2^« Laat het moment van traagheid gevraagd worden voor eene 
as die door den top gaat en' eenen hoek i maakt met de as des 
kegds? 

Door in de oitdrokking voor N^ te stellen 

« = 90 — J, p = 00, y = S 

ƒ x^Hm = f y^Hm = ^g, MR», ƒ z^im = A Ma* , 
wordt 

N, = ^ MR» {Cos.^ 5 -I- I) H- A Ma* Sin.^ Jj 
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en das hel gevraagde luoracDt, omdat hier d er | a Sin» i ïi, 

of N = 2^5 M {R* (1 + Coê.^ 5) + 4a» Sin.* 5} f 
waarin a de hoogte is Tan den legel. 
(Zie I. R. ScniDT; Dynamica, bL 311, § 371). 

YRAAGSTÜi: B. 

i^ofi twee punten is de afstand en hei verschil in hoogte ge- 
geven; indien nu de tUteinden van een touw, dateenêgegèvene 
lengte heeft, in die pwüen bevestigd worden, en het Umw 
vr^Ujk nederhangende den vorm der kettingl^ aanmemi, hoe 
ver Mal dan het laagste punt van elk der ophangpunten ^erwg- 
derd jsyn? Men verlangt de berekening dejser afstanden op een 
voorbeeld in getallen toegepast te xien» 

opLOssnro. 

Veronderstd dat (zie Fig* 2) AG de boog i^ der kettinglijn die 
de twee ponten Tereenigt^ dan Lmnnep wij als bekenden aannemen 
den horizontalen afstand AB, het veraehil in hoogte BC en de 
Ien((te Tan den boog AC; zg alzoo. 

AB =: m, BC. = n. Boog AC = /• 

Laat DF, de yerticale as der keltingl^ni toot as der <^inaten, 
en zekere horizontale FG voor as der abscissen aangenomen ^worden, 
zoo is de vergelijking der kettinglijn ten opzigte Tan deze assen 



=i(-'-'). 



y = ^e +• ƒ,........(!) 

waarin e de baiis Tan het Neperiaansche logarithmensteIseI| en om- 
dat Toor « := O, y = a weidt^ a de lijn EF of de ordinaat Tan 
het laagste pont Toorstelt. 

Indien men deze ordinaat en de absds AD of BD Tan een der 
ponten A of C berekend heeft , zd men alles kannen Tinden^ wat 
noodig is om de betrekkelijke ligging der ponten A , E en C Ter- 
der te kennen. 

Biertoe heeft men behaho de Tergelijking (1) nog, wanneer S de 
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lengte van eeuigen boog voorstelt » gerdend van het laagttepnntE^ 
en vroarvan 9 de projectie it op de as der absdssen 



S = 2|«-e J.. .... .(2) 

Stelt men nn AD ^ ft, en in de veigel^kingen (1) en (2) 
achtervolgens 

jp = AD = i, y = FD| S = Boog AE, 
a: = BD = m ~ £^ y = FC' = FD — f^ S = JIo^ EC, 
dan heeft men 

™=f\"*+^ 7,Bo<«^ AE=|\e"-o "|, 

eV« "^ po<vEC=|^e-e ' |, 
waaruit door aftrekliog en optelling volgt : 

en door het refsduF der vierkanten te nemen 

= •* ]«— ■2+« *| =r o» Ie — • j , 



dos 



of ;r- =: jt Stellende 
2a 
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2« "^ •! ' 

door deto terijdqkiog is s en bqgerdg ooi *a bepaald. 

Verder kan men de nitdnikling toor i» op de tolgeode wqie 
neneidens 

!• aa "Ta aa2a'"aa\. 

• (e — • ) — • (• — • )J 

of omdat s- =^ ««^ en » ■ = « atellende, 

2fi 

hieratt Tindt men door oplotting Tan eene tweedemagtstergel^langi 
waanran alleen de potitieTe wortd eene bestaanbaie waarde voor 
V optererty 

en dos 



V 1= Ifqt. Leg. lA 



l — n 



Alt Jt en «bekendigni.danTindtmenait— =:sen— ^ — =v, 

• = 2;* * = 2s = • (•^ + *)^ 

waardoor alles bepaald nl iqn; want men kan nn met de ve^gelq- 
king (1) voor x:zzHt ordinaat FD berekenen, biervan EF s= a 
aftrekken en daardoor IK vinden, terwgl dan de a&tanden AE en 
CB oit de i^gihoekige driehoeken ADE en CCE, waarin de regt» 
b eck ii i j den bekend sqn, berekend konnen worden. 
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Zoekt men nog voor x = GC' :^ m — b i^ ordinaat FC' en 
trekt men deidve af van FD , dan moet dit Tersehil gelijk zijn aan 
het gieren ▼erschil in hoogte; en ala men met de vergelijking (2) 
voor s=&en# =rm— £de bogen £A en EC berekent^ dan 
moet derzelver fom gelijk zijn aan de gegeven lengte van het touw. 
Hierdoor kan men de j matheid der nitkomsten beproeven. 

De veigehjking — 5 = — ^ '- = p kan alechts 

big benadering en door beproeving opgelost worden, en heeft geene 
btttaanbare wortels, indien niet p^l is, zijnde het wiimnmm van 
p voor s == O, ji = 1; nit m < y{l^ — n*) volgt ook 
/ y |/(m* + n') dat is, de lengte van het tonw moet grooter zijn 
dan de afstand der ophangpnnten , zoo als nit den aard der zuk 
van zei ven op te maken is. Voldoet, p aan de gez^e voorwaarde, 
dan heeft de tnnoendente vergelijking twee gelijke dodi tegenge- 

stelde wortels en niet meer, omdat — ^ van 1 tot oneindig 

aangroeijende er slechts eene positieve en eene gel^ke negatieve 
waarde, voor s is, waardoor deze nitdmkking eene bepaalde waarde 
p verkrijgt. 

Door 6' en e-^ in reeksen te ontwikkelen, vindt men 
^ , JB» , ;»* , s<^ n» _ 

^ ' 1.2.S ' 1.2.3,4.5 ' U.3.4.5.a7"'"l.2.3.4.5.e.7.8.e:^ '''^"''' 
is nn p weinig meer dan 1 , dan zal z niet zeer groot zijn , en 
als men de 4<ie en hoogere magten dezer grootheid verwaarloost, 
vindt men voor dit geval 

z = ± |/6(p - l)j (A) 

verwaarloost men alleen de 6de en hoogere magten, dan krijgt men 
door oplossing van eene vierkantsvergelijkiog 

«» = _ 10 ±,2y5{Qp — 1), .... (B) 
waarvan alleen het bovenste teekeo voor s eene bestaanbare waarde 
geeft, namelijk: 

• * = ± K- 10 + 2|/6(6/j — 1). 
Brengt men de 6<ie magten nog in rekening , dan is jk bepaald 
dogr de vergeKjkiog > 

gfi ^ 42**^ 84as» — 5040(p — 1) = Oj 
o( als mea s' =: 2(s' — 7) stelt dooc de meer eenvoudige 

«'« -4. 63s' — 14 (46 /j + 11) = O, . . . (C) 
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wdke altijd slechts éénen bestaanbaren positieven wortel zal hebben, 
omdat de coeifieiënt van a' positief en de bekende term nec;atief is. 
Zoo als bekend is, kan men zulk eene vergelijking gemakkelijk 
met beholp eener logarithmen-sinostafel oplossen; stelt men daartoe 

r==2|/21,raf«'.P==-j^^,enraiv.(^==^raiigr,i^ 

dan is de positieve bestaanbaie wortel 

s' = — r Cot. 2^. 

Heeft men op deze wijze, wanneer p niet te groot is, de waarde 
van % te naasten bij gevonden, dan kan men die in de Oor- 
spronkeligke vergel^king sobstitaeren, om te onderzoeken of zig 
genoegzaam naanwkenrig is; maar ook in het algemeen vocw alle 
mogel^ke waarden van ji is de benadering van m niet moeydqki 
en zal z§ het voordeel hebben, dat men zeker weet lot hoevem 
de benaderde waarde naanwkenrig is. 

Stelt men namd^k in de vergelqking 



= P 



2m 

e* r='10" en dos s =: tf Nep. Log, 10, dan verandert z^ in 
10«-^10--« _ ^ ^^^ ^^ j^^ 

onder welken vorm zij zeer gesehikl n om- met beholp van eene 

Briggiaansche-logarithmentafel opgelost te worden* 

10»— 10--« 
Het eerste lid — — _— zzz {yo) groeit gedarig aan als u 

vermeerdert, en als het tweede lid 2pNep. Leg. 10 =:= (9) zoo 
naanwkeorig mogel^k berekend is, zal men spoedig kannen zien 
tnssehen welke twee op elkander volgende geheele getallen u ge- 
l^n is. Stel dat voor f» :=, r, lo ^ 9 en voor f» := r + 1 , 
to ^ 9 zq, maar dat in het eerste geval w minder van q verschilt dan 
in het tweede, dan weet men, dat tf tnssehen r en r + 1 gele- 
gen, waarschijnlijk digter bij r dan bg r + 1 ib; men zal dos 
in v> voor u achtervolgens konnen sobstitaeren tf = r -(• O J , 
ff = r + 0.2, • . . enz., totdat voor eene dezer waarden we- 
derom Uf^q wordt; was daarentegen u vermoedelijk digter U] 
r + 1 dan bij r, dan zoo men voor v de waarden r + 0.9, 
f + 0.8 , . . • enz. telkens met 0.1 afUimmende, kannen 
sobstitaeren, totdat fo ^ q werd. 
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Hierdoor vindt men Toor u twee grenzen, die slechts 0.1 ▼er- 
schillen, zoodat het c^fer der tiendedeelen bepaald zal zijn, en 
naarmate na de getondene waarden van fo aantoonen, dat u het 
digtst bq de kleinste o( big de grootste grens is gelegen, zal men 
voor u getallen sobstitneren , die met 0.01 opklimmen of aMalen, 
totdat men nit de waarden , die w bekomt, voor u twee grenzen 
kan aanwijzen, die slechts 0.01 verschillen 9 waardoor het dgfer 
der honderdste deelen gevonden is. Deze handelwijze, die wij door 
een voorbeeld zollen ophelderen, kan men voortzetten, telknude 
inslnitende grenzen voor u vemaanwende, zoover als de naaaw- 
keorigheid der logarithmentafels het toekat. 

Hierbij valt na op té merken , dat de achtereenvolgende sabtti- 
totiën zeer gemakkelqk kannen gedaan worden , omdat de waarden 
vm u en hare arithmetische complementen tevens de logarithmen 
zign van de magten van 10 die in lo voorkomen, namelijk 
Log. 10«=u, Log. 10-»= — u = {10 — u)— 10; 
men vindt deze'magtcn dos dadelijk in de logarithmentafels en 
na dezelve van elkander a%etrokken te hebben, deelt men door t», 
het quotiënt zoolang voortzettende, totdat men beoordeelen kan of 
de gestelde waarde voor u te jgroot of te klein is. 

Tasschen twee achtereenvolgende grenzen voor u zoade men 
hoogstens negen snbstitatiën behoeven te doen, om twee naaowere 
grenzen te verkrijgen ^ doch wordt dit aantul tot vijf verminderd, 
als men begint van de grens tot welke u het [meest nadert, dat 
is, die voor w eene waarde geeft, welke het minst van q verachilt; 
«n men zal zelf nog eenige sobslitotiën kannen aitsparen, afs men 
tasschen twee grenzen de vermeerdering of vermindering van een 
derzelve bepaalt door eene evenredigheid, op denzelfden grond als 
men bij het zoeken der logarithmen de evenredige deelen berekent 

Stel namelijk dat voor u = r, 10 = j' ^ 9 

en voor « = r+l,»=:j''>g 

<ij, dan moet r zoodam'g vermeerderd worden dat w gelijk q wordt of q' 
met q ^^ q' aangroeit^ daar na 1 vermeerdering van r eene aan* 
groeijtng 9' -— ^ geeft , zoo heeft men de evenredige aangroeijing 
van r gelijk a? stellende q' — 9' • 9 — j' = 1 : «; waamit 

s = % ^,; men zoade daarentei^en ^ =r voor de ver» 

mindering van r -4- 1 hebben. 
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Alleeo één cijfer dezer quoliëntea (][f{brai kende , verbetert mea 
daarmede de vaarde van u, en verrigt dan de substitatie, om te 
onderzoeken of die verbetering voldoende is, en om weder nieawa 
grenzen , die slechts In de laatste decimaal verschillen , voor eene 
▼erdere benadering te verkrijgen. 

Nog merken wij op, dat de aciitereen volgende deelingen, die 
men door u moet doen, géma1[kelijk aflnopen, al moest men eenige 
malen de substitutiën herhalen | voor dat men het ret^e cijfer 
treft} want in den deeler verandert alleen het laatste c^fer, en 
de producten van den deeler met de gedeeltelijke quotiënten kan* 
nen dos door bijlelling van een klein getal gemakkelijk ait de 
producten eener voorgaande deeling afgeleid worden. 

Deze wijze van benadering is niet te omslagtig, zeker , kan 
altijd toegepst worden, welke ook de waarde van p zij, en is zelfs 
des te gemakkelijker naarmate p en bijgevolg ook M grooter is, 
omdat dan de negatieve magt (e—* of lO— <«) weinig invloed heeft 
op de waarde van het eerste lid , ten .minste wanneer men zich 
tot zes of zeven decimalen in de waarde der onbekende bepaalt. 

. Indien de afstand der pnntcn A en G , en han verschil in hoogte 
BC gegeven zijn, dan kan men uit den regthoekigen driehoek ABC 
onmiddell^k hunnen horizontalen afstand berekenen ; wij stellen 
dos als voorbeeld dat er gegeven zij 

/ = 10, m = 5, n = 5.6, 

en berekenen eerst de waarden van p en q, als volgt (met eene 
logarithmentafel van Gallkt): 

^ = K^!r:!^ q = 2piVep.LogA0- 

Log. (/ + «)= 1.1303338 Log. 2 =: 0.3010300 . 

I«y. (/— «) = 0.8129134 Log.p = 0.2720538 

Som = 1.0432472' Som ï= 0.5736836 

2 £<y. m = 1.8079400 l^.Kep.I^.W = 0.3 622157 

Vencliil = 0.6463072 Log. q = 0.936808» 

2/ 

Log.p = 0.2726536. q = 8.627784. 

10" — 10— " 
De Teigeli}kio|( in « it alaw = 8.627784. . . | 

Toor « =: O, wordt tp = 2Ntf.Log. 10 = 4.604,. .. en voor 
II* Otn, II* Stvk. B 
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m = i,ie=9J»; awdat «•< 1 « ^^ hq 1 im h% O aal 

j^B. oadat 9^ «cd aiwlcr «m 8j8 tendubdMijOM. . .; 

wn fldlai dw 

« = OjO en naden ia ^ te» 10" = 7.94S2867 

— • = 9.1 — 10 10-- = 0.1258926 

Tendia = 7.8173942 

CS dit door 0.9 dcdende «» = 8.68 diu«<0.9 

u = OJi 10- = 6.309S743 

•P. « =: 9.2 — 10 10-" = 0.1584889 

Yenehil == 6.1510854 

w = 7.68 ditt»>0.8 

CDi(digterbq0.9danbq0.8;dee*enre£gliad 1 : 0.06 = 0.1 zs 
geeft X =r 0.006 toot de Tennindering van 0.9, d» 
u = 0.894 10" = 7.8343000 

— u = 9.106 — 10 10- » = 0.1276439 

Vendül = 7.7066561 

w = 8.620.... t»> 0.894 

« = 0JB96 10" = 7.8523563 

— «. = 9.106 — 10 10- « = 0.1273603 

Venchii = 7.7260050 

w = 8.631.... «< 0.805 
CB nit de evcnradigheid 0.01 : 0.004 = 0.001 : » viadt nm 
« ^ 0.0004 voor de vennindering, du 
M = 0.8946 10" = 7.8451271 

— « = 9.1054 — 10 10- » = 0.1274676 

VencbU = 7.7176595 

«0 = 8.6271... a> 0.8946 
• = 0.8947 10" = 7.8469335 

— I» = 9.1053 — 10 10- • = 0.1274383 

Veracbil = 7.7194052 

» = 8.6279... «< 0.8947 
eo het digtate bij 0.8947, waarvan de vermindering bepadd vordt 
uit 8 : 2 = 0.0001 : x, dat ia a; = 0.000025, dna voor » 
rekenende 0.00003 «tellen wij 
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u = 0.89467 10» =: 7.8463917 

— . M = 9.10633 — 10 10- • = 0,1274471 



Venchil = 7.7189446 

w = 8.62770 , . »> 0.89467 
« = 0.89468 10- = 7.8465717 

— t. = 9.10632 — 10 10- • = 0.1274442 

VerwhÜ = 7.7191276 

w = 8jS2781..»<0.89468 
de Termindering dezer waude is nagenoq; * = 0,2 eenheden 
Tan den ktagtten rong, dot 
» = 0.884678 10" = 73466353 

— ' » = 9.105322 — 10 10- « s: 0.1274476 

Venchil = 7.7190877 

w = 8.627783. »>0.894678 
u = 0.894679 10» = 7.8465636 

— « = 0.105321 — 10 1(H - = 0.1274446 

Venehil = 7.7101090 

w = 8.e27797.i.<0.804670 
en digter Inj 0.894678 , dat met g = Oi07 b^na ss 0.1 wr* 
meerdefd lum worden , doa 
u = 0.8946781 10" = 7.8466382 

— « = 9.1053219 — 10 10- - = 0.1274448 

Venehil = 7.7190934 

u> = 8627789.M<0.894678I 
«ig walen dn* nier dat « tonehen 0.8946780 en 0.8946781 
ligt; z^ er bg de TOorgaande berekeningen onnaanwkeorighedeB 
b^^aan, dan behoeft men todi sleehta de laattte na te idbenen, 
om zieh te ov er tuig e n dat die grensen jniat aqn; wij nemen doe 
Toor de verder^ berrteningen « = 0.8946781. 
Volgens de aaqgewesen fiirmalen heeh men : 

M=:u Nep. Leg. 10, " — ^f • =^<!P-^-^^ï3^t 

B2 
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'waarin dm ter bekorting geiteld is 

-Log.e — k, M = i(10A + 10-*), M, = 4(10A— 10-A)- 

en dan\heeft men 

Toor » = ft = 2^434844 voor x=:b' = {— — b)=: 2.0561038 



£«^.« = 0.4088617 
i;<^. £«9. e = 9.6377843 

0.1060460 
£<9.a= 0.0840576 



Z;<^. ar =: 0.3131295 
£o^.£«^. e = 9.6377843 

9.9509138 
Zk^.a = 0.0840575 



£(9.1=0.0225886 

A = 1.0533883 

— 1 = 8.9466117-10 

10^ = 11.3080661 

10-* = 0.0884324 

2H = 11.3964975 

M = 6.6982488 

£6^.H = 0.7517414 

£i;f.a= 0.0840575 

lo^.ys 0.8397989 

y= 6.9161063 = FIX 
10^ = 11.3080651 
10-A= 0.0884324 



£0^.1 = 9.8668563 

1 = 0.7359636 

—1=9.2640364 — 10 

10* = 5.4446700 

10- A = 0.1836692 

2M = 6.6282392 

M = 2.8 141 196 

£«f~.M = 0.4493425 

£«lir.a= 0.0840575 

£<>;.y = 0.5334000 

y= 3.4150732 = F€' 
lOA =6.4445700 
10- A= 0.1836692 



2U| = 11.2196327 

M, = 6.6098164 

£o^.M, = 0.7489487 

£09. a = 0.0840576 



2H, = 6.260900a 

Ml =2.6304504 

£(9. M, =0.4200301 

£0^. = 0.0840675 



Log,S=: 0.8330062 £«9. S = 0.504087& 

5 = 6.8077906= El S = 3.1921816 = EC. 

Hen vindt hier Trij naaawXemjg 

FD — FC' =3.5000331, 
El + EC = 9.9999722, 
vaarvan het eerste slechU 0.0000331 en. het tweede slechts 
O.0000278 van de oorspronkelijke gegevens verschilt. 

Hs men de waarde van « door de derdt; magtsvcrgeiijkiiig (C) 
Vtekl, dan vindt men 

B 3 
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p = 1.87S6000, 45p + 11 =96,3076, P= — 8<»12'20'0e, 

<^= — 22° SS'6*' 06., Log. r=0.9e2139e 
en met deze waarden 

s'=: 9.1231916 s = |/^4.24638300 = 2.0602 i^ te groot. 
Men kan nn ^rder de afttanden AE en CE bepalen, wawfoor 
men heeft 

AE = K(^D« + DE«) = y{b^ + (y — a)*) = 6.4166... 
CE=|/(CC'*H-C'E«)=|/((ifi— 6)«-h(y— «— a)»)=:2M65... 
Voor een ander Toorbeeid hebben wij genomen 

' ifi=:92, 11 = 6, f = 100, 

en gevonden 

p = 1.0866973,. q = 4.9093697| 

waallede door benadering verkregen wordt 

f» = 0.3078666, e = 0.7077362, 

en waamit verder volgt 

«c:36.4996060^ y=Fnz=84.6e73e64 , S=64.1032346=£A, 
fc=0.0600419, y=FC'=:64.l032346, S=46.«»6662e=£C, 
b = 49.2626114 
m -. 6 = 42.74748864 
Be fiwnrale (i) geeft \ 

M = 1/0.61368360 = 0.7166..., 
merkbaar te groot; de vergelijking (B) 

M = I/0.60503I80 = 0.70783.., 
nog te groot; terwijl de derde magIsvergelijkiDg (C) geeft 
P = — 12° 66' 10» 36, <^ •= — 26° 49' 36*20, 
«' = 7 J2604433 , m =: ^^0.60088660 = 0.707733 , 
hetwelk tot in de vijfde decimaal naaawkearig is. 

Als in eenig geval A^m en dos i& — m negatief wordt, dan 
liggen de beide ophangponten aan dezelfde zijde der as, doch 
voor het 'overige verandert de berekening niet. 

YRAAGSTÜK G. 

Een vMomen bmghaar doch cngdykêlaehiig koord, i» oois 
twee in dexel/de horizontnie l^ gelegene punien ran bakenden 
afêtand opgehangen, en aan de werking dor xmaairtekimehtoter- 
gelaien. Indien n» de iform der kromme l^n, welke dal koord 
aanneemi, moo mede de spanning in hei laageie pvni, gegeeen 
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iê, vtaagt men: 1^« door «ene a^j^emiMiM formulo do wei io 
bepalen f voigene welke de eenheid van maeeay in de achtervoU' 
gende pmUen der kromme, venmderi; 2?. deMoformuk toe to 
panen op hei geval, waarin. de heitingl^ in de gewone oy- 
doide overgaai, en hierh^ ievene hei gewigi van een wiUekew^ 
rig gedeelie der ^kromme ie berekenen* 

OPLOSSINC;. 

Laat AOB (Fig. 3} eene kettinglijn lïjn^ geTornd door eea 
Tolkomen baigbaar doch oogelijkalaehtig koord en gelegen in het 
wrtieak vlak gaande door de opbangponkn ik en B, dan al 
ieder deel loo als DE in evenwigt worden geheaden, doordenelfi 
gewigly werkende volgens de vertieaal van deaselfs swaartepmt, 
en 9 door de spanningen in de niteinden D en E, gengt volgens 
de raaklijnen aan de kromme* Als men de verticaal die door kaar 
laagste pont gaat voor as der ordinaten en eene willekearige ho* 
riiontale voor as der abscissen aanneemt, dan moet de vergeiyking 
der kromme ten opzigte \en deze assen en de ligging der assen 
selve nit de voorwaarden van het vraagstuk bepaald worden, en 
zoo cp het gewigt voorstelt van eene lengte eenheid gelijblaehtig 
met eenige di£Perentiaal der kromme, dan is 0is het gewigt dezer 

difierentiaal en J (pi e, dat van een gedeelte zoo abDE, waar- 

van OH =: jP en 01 = sf' de abscissen der niteinden xijn» 

Als men door eenheid der massa verstaat de massa van eene 
]engte«eenheid gelijkslaehlig met zekere difierentiaal , dan kan deze 
eenheid der massa door worden voorgesteld. Daar ook dedigt» 
heid evenredig is aan de massa, kan eveneens de digtheid in 
elk pnnt van het koord voorstellen, wanneer men zoo als hier 
Tenmderstelt, dat het volamen eener lengte«eenheid niet verandert, 
en dos het koord over deszelfs geheele lengte cylindervormig zij. 
Stelt men no verder de ordinaten der niteinden van DË^ HD^y, 
IE = y', de spanning bij D in de rigting DF gelijk S , de 
hoeken die hare rigting met de positieve assen OX en OY' maakt 
IS en ^; de spanniog bij £ in de rigting EG gelijk S^ de hoeken 
die hare rigting bepalen.»^ en fi\ en de absois van het zwaarte* 
pont van den boog DE gelijk jr^, dan zijn de vergeKjkingen voor 
bet evcnwigi der kraehten die op DE werken, 

E4 
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S Ca», a + S' Go$. a' = O, 
S (7m. p + S' Cos. P' — f^ (ffHê =; Qi 

S{x Cos. p— y Cos. a)+S' (o?' Cos. P'— y' Cos. «')-"*i ƒ* 4>2(»=0, 

waarvan de beide eertten aitdniUten dat de som der zamenstei* 
lenden van die krachten, evenwijdig me^ elk der assen , (;elqk nal 
zijl als men iedere kracht in twee andere evenwijdig aan die 
aiéen ontbindt, en de derde dit voor het resulterend Icoppel, dat 
die krachten opleveren, nitdrukt. 

Wil' men itn nit deze vergelijkingen de fmictie leeren ken* 
nen; dan moet men eene difittréntiaal der kromme beschoawen io 
plaats van een eindig deel DE^ doet men dit , ^n wordt 

«' = * + i^f y' = ar H- a'y, *i = *, 

/^' (fj^* = jf^ "^ ^''(liis = ^f<f^lls)=(pJls,S*=S^}lSy 
verder 

of lettende op den zin waarin de spanningen werken, zoodat 

(Jos. « =: — tr » «» Cos. (3 = — -i is , 

CS ^s Zs is 

l^rengt n^en no deze waarden over in de vergelijkingen voor het 
evenwigt , zoo veranderen zij , als men de hoogere magfen of pro*; 
ducten van differentialen tegen de lagere weglaat , in 

K«g)=^. (^>. 

? {S (x f^ - y g) = <?*?.; .... (3) 

de laatfte vergeKjking is een gevolg der beide eerste, want ontwik- 
kelt men de di^rentiaal, dan bevindt men dat zij gelijk is aan de 
tweede met w vermenigvuldigd, en van dit product de eerste, met 
jr^ vermenigTuIdtgd , afgetrokken, zoodat de twee eersten aHccn 
voldoende zijn om het vraagstuk verder op te lossen. 
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Integreert men de eerste en neemt men in aaninerlin^;, dat Yoor 

Hs . .. • 

jT = O de raaklijn horiiootaal, of - — ^1 is , dan ?erlrijgt men^ de 

spanning in den top door G voorateilende , 



,.="■■ <*' 



en biemit S overgebragt in (2) 



' (« %) 



^^-♦». 



«5^ = *&--- (') 

Stel nu dat men nSt den gegeven vorm der Lromme voor h»x^ 
yei|;e]ijling gevonden heel^ y = F (ir) , dan is 

g = F' (4 gf = p (4|i = y{i + F' (.)«}, 

door F' {x} en F' {s) de eerste en tweede a%e1eide fonctiën of 
diffimntiaalqnotiënten , f en oprigte van s, van F (j?) voorstellende^ 
en hiermede vindt men nit (5), 

is dns eene f onctïe van de coördinaten der kromme of .van elke 
andere grootheid , die van deze afhankelijk is ; terwijl de spanning 
in den top als standvastige in dezelve voorkomt , waardoor inj aan 
het beginsel der homogeniteit voldoet ; zij drakt het gewigt nit van 
eene lengte-ecnheid van een gelijkslachtig koord dat dezelfde digt« 
beid heeft als het ongelijkslachlige in het pnnt dat met de abcis s 
der kromme overeenkomt. 

Men kan de vergelijkingen (4) en (5) ook onmiddellijk nit de 
fignnr vinden; het gedeelte der kromme, begrepen tosschen het laagste 
pnnt C (Fig. 4) en eenig willekenrig pnnt A , wordt in evenwigt 
gehooden door de horizontale spanning in C, volgens GH, endoor 
de spanning in i , %olffetis AB ; verlengt men das BA totdat zij de 
horizontale HF ontmoet in D, dan zal het gewigt van den boog CA 
volgens de verticaal door D moeten werken, en stelt men dit 
gewigt voor door DR , dan verkrijgt men , door dit te ontbinden 
volgens de rigtingen der spanningen in de uiteinden G en A | DF 
voor de horizontale spanning, c|i DG oPEF voor die in A, terw^l 

B 5 
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Timg. DEE = Ihng. ADF = ^, en Cw. MFE =-ï is, aoo- 

dit men aanstonds heeft , 

DF = EF Coê. DFE, DE = DF Tang. DFE, 

= 8»^.. (4), /:w.=ca 

en door deze laatste te diflferentieren Tindt men de yergelijktng (5). 

Dit y = F (dr) kan men vinden « = Fj (ir) of jt = f («), 
en door dit in de formule voor ^ over tjB brengen verkrijgt men 
de wet volgens welke de digtheid in het koord moet veranderen , 
aangewezen door eene fonctie der lengten^ als hetzelve regt uitge- 
spannen is f en gerekend -van het pont dat met het laagste pont 
der kettingl^n overeenkomt. 

Veronderstelt men alzoo dat de ophangpunten in eene horizontale 
lijn gelegen zijn | en dat het laagste punt , met het midden van 
den horizontalen afstand overeenkomende, tevens de kromme in 
twee gelijke en gelijkvormige deelen verdeelt, dan zal de digtheid 
van het midden naar de beide uiteinden op dezelfde wijze verande- 
ren; en wanneer de vergelijking der kromme niet meer dan eene 
standvastige bevat, zal alsdan het vraagstuk bepaald zijn als nog 
b.v. de lengte van het tonw gegeven is. 

De uitdrukking voor gevonden blijft dezelfde, welke ook de 
veronderatelling zij omtrent den stand der ophangpunten en de 
wijze waarop de kromme lijn tusschen dezelve gelegen is; verschil- 
lende verondentellingen hieromtrent, zullen slechts aanleiding tot 
meerdere of mindere zwarigheden geven, als men volgens de voor* 
waarden van het vraagstuk de vergelijking der kromme zoekt. 

"Wij zullen de gevondene formule voor aan een paar bekende 
gevallen toetsen; stel namelijk dat er voor y = F («) gegeven zij, 

X ar 

y = |(e+. ) 

en dat dos het koord de gewone kettinglijn moet vormen, dan 
zal men voor eene standvastige grootheid dienen te vinden, 
omdat het koord in dit geval gelijkslachtig moet zijn; uit de ge- 
gevene vei*ge]ijking volgt ook, 

F' W = i (« -« \ 
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X X 

X X 

aoodit meo heeft ^ = j-. 

n 

Als C in pooden en A io leogte-cenbeden wordt nitgedrolt , dan 
geeft het quotiënt dezer getallen het gewigt van eene lengte-eenheid 
▼an het gelijksbchtige tonw. 

parabool behoort, dan vindt meo 

2 

^~^ i/{is* +p^y ^ • • • • • ^^^ 

en voor het gewigt van eenen willekenrigenboogy gerekend van 
het laagite punt en waarvan s de projectie ia op de as der ^ ^ 

^ o ^ o p p 

zoodat dit gewigt evenredig is aan die projectie; men weet ook 
dat de parabolische kettinglijn gevormd wordt door gelijkmatig over 
eene horizontale lijn verspreide gewigten, doch wier aangrijpings- 
ponten gelegen zijn op den.boog, die de uiteinden dezer horizon* 
tde vereenigt 

Wanneer in (A) C in ponden uitgedrukt ïseaseap in dezelfde 
lengte-eenheden, dan geeft dat quotiënt te kennen, hoeveel ponden 
lulk eene lengte*eenheid weegt van een touw, dat overal de- 
zelfde digtheid heefl als het ongel^kslachtige in het punt dat met 
de abscis x der kromme overeenstemt; zijnde de veigelqking der 
parabool niet zeer geschikt om in eene functie van t nit te 
drukken. 

Veronderstel nu (fig. S) dat da kromme Iqn , door het koord 
gevormd , een boeg AB der cydmde zq, dan is xmk in dit geval 
alles bepaald door de lengte van het touw en den abtand AB^ 
wanneer nog aangenomen wordt dat het laagste punt in het mid* 
den gelegen is, en den boog in twee gelijke en gelijkvonnige doe- 
len veideelt ; hierdoor is onmiddelUjk de ligging van de as der 
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ordinatcD GD belcnd , en stelt men du den «traal EC Tan «leo 
yoortbrengenden cirkel der cycloïde gelijk r, dan. heeft men voor 
hare vergelijking, als men de raaklijn aan*den top C voor as der 
abscissen aanneemt, 

9 = yi2ry — y*) + rBoog {Sin. ven. =- jj 

terw^l men foor de lengte van eenen willekeungen boog, gere- 
kend van C en overeenkomende met de ordinaat y, heeft 

s = 2|/2fy, 
Stelt men na AB = 2AF = 2m, Boog IB = 2 BoogkCziz 21, 
dan kan door de beide vooi*gaande vergelijkingen r en de ligging 
van de as der s, bepaald worden , zqo als wij «traks loIlen aan* 
^nen; terwijl men verder heeft 

F'(,) = g = ^ ^ 



F'W = i4 



^*» — (2r - y)« ' 
KI + F' (.)»)= v/^j^ 

«. da. (^ = C .,,, '•'y.^,. =Cy. 



I/(li-F'(*)«) '"'2(2r-y)»' 
o( hierin y ^ ^ sobititaerend^ 

__ leCr» 

*** "" |/(ier« — «»)» ^*^ 

Verder i« het gewigt van eenigen boog s, gerekend nit het midden, 

en dat van een willekeurig stok begrepen tnsschen twee ponten 
4ie op abtanden $ en «' van het, midden verwijderd zijn, 

P = c( '1 ^ ] 

Uit de formule (B) volgt, dat de digtheid van het. midden naar 
de uiteinden toeneemt, en dat het koord nooit eene geheele cy- 
cloïde zal kunnen vormen; wantin dit geval zou voor de opUang- 
pnntcn s = / = 4r zijn en das de digtheid aldaar oo moeten 
wi!zen ] zoo ook het gcwigt van den gelieelen boog , aangewezen 
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door (C). Stelt men in deze laatetc no|^ « = / = |/'(16r' — t^) 
of * = / = 2r|/2 , hetwelk toet y = r of met geval over- 
eenkomt waarin bet midden van de as der cycloïde op de liori- 

zontale lijn der opkangfpanlen ligt, dan heefl menj 0iê = C 

en das de 8pannin(j[ in den top gcHjk aan het gewtgt van het 
halve opgehangen koord. 

Deie omstandigheden ktmnen ook gemakkelijk tnt d'e beschoa- 
wmg der cycloïde gevonden worden ; konde namelijk de boog eene 
geheele cyclmde zijn , dan moest , daar elk deel der buigbare l^n 
in rost Ss, de helft van den boog, begrepen tnsachen het laagste 
pont en een dfer ophangpunten , in rast bleven onder de werking 
van deézelTs gewigt, van de spanning in het ojphangpnnt en vim 
de spanning in den top; de beide eerste krachten zonden in ver- 
ticale rigting werken, en das nooit eene horizontale resultante 
tegengesteld met en gel^k aan de èpnnihg in den top kunnen 
opleveren. Wanfaeer echter de digtkeid nab^ elk ophangpunt 
boven alle grenzen aangroeit > dan nadert ook het zwaartepunt 
van eiken halven boog onophondelijk tot dit punt, terwijl het 
gewigt der deelen nabij den top verdwijnt in vei^lijking van dat 
der deelen nabij de ophangptmten i beide verticale krachten wor- 
den dan in vergelijking van de horizontale spanning oneindig 
groot, en het koord kan naUj de ophangponten meer en meer 
de verticale rigting aannemen. 

Is het middelpunt E van den beschrij venden cirkel (Fig. 6) op 
de horizontale lijn AB der ophangpunten gelegen , dan is de raak- 
lijn AD bij het ophangpunt evenwijdig aan de koorde van het 
quadrant van dien» cirkel en doorsnijdt de horizontale van den top 
onder eenen hoek van 45^, waardoor in het praDelogram van 
krachten, gevormd uit de spanningen in het ophangpunt en in 
den top en nit het gewigt van den boQg, de scherpe hoeken 
gelijk aan 46^ worden, en dus is de diagonaal gelijk aan de hori- 
zontale zamenstellende , namelijk het gewigt van den boog gelijk 
aan de horizontale spanning in den top. Men zal op denzeUden 
grond bevinden , dat de spanning in den top grooter of kleiner is 
dan het gewigt van den geheelen boog, naarmate het middelpunt 
van den beschrijvcnden cirkel boven of onder de lijn der ophang- 
ponten is gelegen ; zoo ook geeft de formule (C) ƒ 0}ls ^ of . ^ G 
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namnate « < ©^ > K(18r* — «>) of « < of > 2a/2 ia, het. 
wék ofCffcenlHNDt met y = CF < of > r (Fig 6). 

Hen kan , door middel fin eene eenvoodicie meetkHnstige oon- 
itractie, a%eleid uit de ▼ergelijkingen (B) en (C), de gewigten Tan 
de TenchilleBde lengten Tan het koofd , en de wijze waarop de 
digtheid Terandert, door eene kromme lijn aanvijaen* 

Zij namelijk (Fig. 7) IB de geheele lengte Tan het regtmt ge- 
spannen koord f C deawlfi midden en' de loodlgn GE gelqk Tier- 
maalt den stiaal • Tan den beadiriJTenden dikel; door dan óp CE 
oenen haWen ciikel te beaehngTen en daarin de koorde G6 gelqk 
te nemen aan nkere lengta GD =: «, Toorta het aantal ponden 
Tan de afianning in den top Toor te stellen dèor GF zal de loaAqn 
FH» GG in H anijdende, het gewigt voontellcn Tan den boog GD. 
Want trekt men nog de koorde EG , dan goTon de gelijkTonnige 
driehoeken GEfi en GHF de OTenredigheid 

FH : GF = GG ; EG 
of FH : G = f : y^{l(h4 — #>) 

waarott FH =—-773-1: n* 

Maakt men dna in het pnnt D de loodlijn Dl = FH , dan ad 
men op deae wijae TOor dk pnnt D het gewigt Tan den boog tot 
aan het pnnt C door eene ordinaat Dl kunnen aanwijzen, en ala 
men daarna alle punten' I deor eene kromme lijn Tereenigt, dan 
zullen de ordinaten dezer kromme de gewigten der begen aanwqaen 
waanran-hare abaciiaen de* lengten zijn. 

Als 4 den hoek Toonteh, dien de raaU^n dezer kromme Inet de 
as der abaeissen maakt , dan heeft mén 

''"*• *.= »/(16r* -.»)»' 
neemt men dos, na de raaklijn aan ceker pnnt i getrokken te heb* 
.ben, Toor DK eene standTastige doch OTorigens willekeurige lengt», 
en trdit men door het uiteinde K , KL erenwijdig tan de raakl^, 
dan zal DL de digtheid in het pnnt D Toorstellen ; en herhaalt 
men deze constructie over de geheele lengte GB , dan zal men de 
punten L door eene kromme lijn kunnen Tereenigen , die door 
door hare ordinaten de Torandering der digtheid Tan het midden 
naar het einde aanwijst 

fflen ziet nu ook uit dese eonstmetie, dat het gewigt van het 
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geheele koord en de digtheid in de uiteinden oneindig groot zonden 
worden, aU hetzeWe eene geheele cycloïde moest vormen; want 
aladan xoode CB = 4r = CE zijn, de ]ign GG op CE ▼aUen en 
doi eTeDwi)dig iSja aan de loodl^n in F , waardoor Ffl toof het 
mtorsto pnnt oneindig groot wordt ; . zoo ook ii de raaklijn Toor het 
pont, dat met B OTereenatemt, in dat geval loodregt op do as dar 
abscisseni waardoor ook de ordinaat die de digtheid aldaar voorstelt 
aneindig gjroot wordt* In h^ geval van eene gdieele ey doïdc is 
de loodfijn door het uiteinde B eene asymptoot van beide kromme 
l^eoy terw^ de l^n der gewigten de as der absoisseo niet raakt> 
maar in het pnnt C dezelve snijdt onder eenen hoek wanrvau de 

C 

tangens gelijk ts aan j-'i ^^ raaklijn door C staat dos loodregt op 

£F, waardoor de ordinaat die de digtheid aangeeft in het pnnt C niet 
niet gelijk nul is, zoo als voor het overige ook van zelve daidelijk is. 
Men moet hierbq opmerken , dat deze oonstriictie de gewigten 
der bogen doet kennen , als men eene willekeorige lijn heeft aange- 
nomen om bijv. een pond voor te stelleni en CF gelijk aan zoo veel 
maal die lijn neemt als het aantal ponden van C bedraagt ; maar dat 
de kromme voor de digtheid slechtt de verhouding der digtheden 
voor verschillende punten van het koord doet kennen; vindt 
men namelijk bij eenig punt de ordinaat der digtheid n maal 
Zoo groot als bij een ander, dan is dit ook de verhouding der digt- 
heden in deze punten* Wil men de kromme zoodanig regelen, dat 
hare ordinaten de gewigten der lengte-eenheden van gelijkshM^tige 
koorden, die dezdfiie digtheid hebben ab het ongelijkskchtige , in 
de punten waarbij die ordinaten behooren , uitdrukken in dezelfde 
eenheden als de gewigten der bogen, dan geraakt men daartoe op de 
volgende wqze.. 

Voor den top is de digtheid ^ = j-, maar men kan C vervan* 

gen door het gewigt van zd^ere lengte van een gdijkslachtig touw, 
waarvan élke lengte-eenheid p p(mden weegt; zij a deze lengte en 

dos G z: op^dan wordt (p ^ p j-. Neemt men nu (Fig. 8) 

GE = 4r, CF = a (folgens de schaal (Fig, 7) gebruikt) en 
CG = j9 op de schaal die voor de spanning CF =: G f^ is aan- 
genomen ^ en trekt men 6H evenwijdig aan EF, dan is 
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^,, CF X CG ap 
CL 4r 

niea moet dus de eenheid KD ?aii (Fig. 7) zoodanig kieieD, dat 
daarmede in den top de digtheid door Cll wordt aangewezen , 
maakt men daartoe CU' (Fig. 7) r=: GH (Fig. 8) en trekt mea 
door H' eeiie lijn , evenwijdig aan de raaklijn in G , dan is CL' 
de lengte die men voor DK moet aannemen* 

Wij moeten nu nog aanCoonen, hoe men^ nit de lengte van het 
koord en den afstand der ophangpunten , den straal vandenbeachiij- 
venden cirkel en het overige kan bepalen. Hiertoe heeft men de 
vei^elijkittgen 

s = |/^(2ry ^ y*) ^ r Boog {Sin. vers. = ?) 

en s = 2y2ry) 

door in de eerste x gelijk aan den halven horizontalen afstand , 
in de tweede s gelijk aan de halve lengte van den boog te stellen 
rn vervolgens y te elimineercn, zoo men eene vergelijking verkrij- 
gen , waarin alleen r voorkomt ^ doch die wegens het trancendente 
gedeelte niet dan met zeer veel moeite door lastige benaderingen 
opgelost zal kunnen worden. Wij vervangen daarom de eerste ver- 
gelijking door de twee bekende 

4? = r (d^ ^- Sin. öj y z= r (1 — Co8. d,), 
waarin A| den hoek CEG (Fig 5) voorstelt j de tweede vergelijking 
verandert dan in s =z 4r Sin. \ ^^. 

Stelt men nu (Fig. 5) AP = m, BoogkQ^=il en Z^CEK = é, 
dan heeft men 

w = r (6 + Sin. ö) / s 4f Sin. \ d 

en door r te elimineeren , 

« + Sin. h 4ift 

-A>nr=T («>) 

nit deze kan men d oplossen , terwijl dan r =: t-- is. 

' ' •* 4 Sin, \h 

Van 6 = 0*^ tot d = 180^ neemt het eerste lid van de ver- 
gelijking (D) gedurig, af y omdat het eerste diiferentiaal-qnotient 

Co9. \% (Sin. « — O . 1 j 

jr-~ — r— -T tosschen deze grenzen bestendig negatief 

Z atn \9 

is; Toor d = O is de grootste waarde dier uitdrukking = 4 en 

TOOT O =: 180^ is die waarde = t , neemt men no in aanmer* 
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loDg dAt onifer de waardea van d die. aan het Traagstak YoldoeOi 
er noodzakelijk ééiie tosschen 0^ en 180^ ligt^ dan volgt daaruU 
dat de gefnevene grootheden aan de beide voorwaaiden moeteb 

Voldoet!, dat -|--^ 4 ^n -r- ^ ir is; de eerste wil niet anders 

zeggen dan dat de horizontale ateand kleiner, moet zijn dan de 

lengte van het kobrd, zoo ab van idven spredt; nit da Iweedo 

2m 
Volgt 2/^4.-^, dat is 3e lengte vim het kootd| mag nièt-groo^ 

ter njn dah viermaal de middellgii van ee^en cirkel, waarvan de 
horifodtalè afttand de omtrek is; hetwelk men ook nit de be- 
achoawing der cycloïde kan vinden, als men in aanmerking neemt 
dat alle eyclmden gelijkvormig zijn en dat de Iqigte eener geheelé 
oycloïde jni^t gel^kia-aan viermaal de imddeHyo van den ^roort*, 
brengenden cirkel. 

Alsnn -r-^4en-y ) sf 18, kan de vergelijking (D) op ie vol^ 

gende 'wijze* door benadering opgelost worden; 

2m 
ételt men kS = 4* en -|- zSz b, Aaii. verandert zij in 

5Sr? - = * <^> 

Zij nn « eene walarde voor ^ die tè naastenbij voldoet, zoo- 
danig dat i|r £z a^-H'^en ^ zeer klein is, waardoor Sin^ i szi 
en Cos. 1 = 1 gesteld mag worden,' én bijgevolg 
Sin. 4» =: Sin, d + i Cos. « ' ' 
Cos. ♦ =: Cos. d — ' i Sin^ i^, 
dan vindt men, door dit in de vergelijking (E) te Sdbstitcfereh ^ 
en de tweede magteh van i te verwaarïoozen,' ' 

^ Bt * ^ Sin, ft jb — Cos. a) 

"^ "iPos. aib — 2 êos, i) * 
Stelt nieh dan weder » -^ i :zn o! ea ^ 's^ é! + }', zoo kazi 
)' op dezelfde wijze nit ttf- berekend worden als j oit ^s. berèf 
kend is, en, zoo vocurtgaande zai inen i^. zoo naaüwteorig betjadèréü 
als men verkiest. De eerste waarde vqor ^ ra!g«t:/pèn-dqor>^jS; 
sing en beproeving verkrijgen. r - , - ^ ' 

Zij b. V. gegeven 2m = 3.0221688 en 2/ s i,\Qili^\ 
He DiKL, n« Stuk. G 
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en getraagd d(}ii boo[r der cycloïde te bepalen, die het koord zal 
Yormen als de dfgtheid naar behoorcn Terandert? • 

Hen heeft Tooreerst b zzz — z^ 1.9486960, en das is de 

▼ergelijling^ waamit ^ of |9 moet bepaald worden , 

-- * + »^*J^-i =1.9486960; 



Mor ^ zz 20® wordt het Ie lid grooter, en voor ^ =r SO^.lIci- 
ner dan het 2e , dat 4^ ) 20° en < 30° j door ecnc nadere bcr 
pmevJog Vindt men ^ > 22° en < 2^. ' 

'Vobr ft'rs22^ wordt TÓfgens de aangewezene behÜdérirf{jtf*'lbMEitfle 
i 7= 0.0149475, dtia «'= s -^ ^ =:'0.S9891«9 = 22^1'a»'. 

Vci^er wdrdf voor a' == 0.3989199, i' sr — t);0007654, 
dos «• ï=r e.898iiM6 = 22<^8'4r, >r = i^ 0.000008», en 
«'" = 0.3981662. 

Dcic laafite waarde is reeds £oo naanwlenrig^ dat nen nu de 
logarithmen tot meer dan 7 decimalen zonde moetea gebroilén , 
om 4^ verder te benaderen; ook wordt de teiier van ^, Baiadijk 
Bt — Sin. a{b^^ Cos. tl) f die hetzelfde is als de vergelijking (E), 
wanneer men haar tot nnl herleid heefl , voor «' reeds niet grooter 
dan 0.0000008 , zoodat ra^en zeer naatiwkearig zal kannen stellen 
^ _^/i._ 22°4845% 

das 9 = 2* = 45°37'30', 

en verder «s r = -^^ lO.;.... 

Men kan na', verder den boog door berekening öf constnictie 
bepalen. In het eerste geval heefl men (Fig. 6} voor FG 

. . ...•.FC = y = r(I ~ Co,. «), 
en maalt men, om de pantcu tasschen C en A in ligging te 
bepalen, gebrnik. van a? = r (ö -+• Sin. è), y = r (1 — Coê. S). 

De consfracUe kan als volgt ingerigt worden.. Trek, door een 
willekeaiïjg pont B^' van de loodlijn op bét midden van AD. eene 
fijrf W '«öodanig, dat '•/_ CHI = fl én-;Hr=ir zij; fttek uit 'I eene 
l^h ,lit 'evenw^dig'aan CD, AB in het pnnt K ontmoctéèdé, en 
&E éfenivvjdri^' aatf'fll,* chn is' E bét middelpmit Wè dén be^ 
scfirrijvenden 'cirkcT*, 'én ht de cycloïde djp de gewone wijzer icon- 
straerende j zal hel gcdceUe tasschen A Pn B de boog zijn , die 
door het koord gevormd vrordt. 
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Het berekenen van de dikheid in eenig pont i of van het j;^gt 
van eenen wiHeleikrigen boogt g«echMtdoor de géfoodene fbrmakn, 
zonder eenige zwarigheid, indien de spanning G gegeven is. • 

VRAAGSTUS: D* 

Wanmeer óp eed ligehaam tenchiUendektaMenwerieHpwdar-' 
WM de aoHgnjpingspuiiUen en figÜngenwUhkemig gegevens^, 
fffoagi men dat ligehaam in et>enwigt te hattden^dèortweekrack^ 
ien, die elkander regthoei^ kruisen y en waarvan' -er éém,dw^ 
een gegeten ptmt gaande , eene gegevene grootte heeft* 

Men verlangt dèae vraag f soowèl aonder ab met Mn^ van 
etelkanetige formahn, opgelost te men* 

OPLOSSINa. 

Als men den oorsprong van drie regthoelige asèen in het gegeven 
aangrijpingspunt stelt , dan kannen de iLzachten^ die op het ligehaam 
werken, herleid worden tot eene kracht volgens de as der x, 
X=:S.P Cos.ay eene kracht volgens de as der y, T =£,P Cos.f^ 
en eene kraclit volgens de as der s, Z = 2,P Cos. y, en tot 
drie koppels L, M en N, elk loodregt op een dezer assen sqnde^ 
t — 2.P (y Cos. y — a Cos. p}, 
M = S.P (« Cos. a — X Cos. y), 
N = £,P [s Cos. p — ff Cos. a); 
in deze fbrmnlen worden de krachten door P , de coördinaten van 
hare aangrijpingspnnten door s, y en jt, en de hoeken die zij met 
de assen maken door «^ en 7 voorgesteld* 

De drie krachten X, Y en Z vereenigen zich tot eene resa|- 
tante R = K(X* + T* + Z>), 

gaande door den oorsprong en makende met de assen hoeken ap b 
^n Cf bepaald door 

X T Z 

Cos. a = — , Cos. &=;=-, Cosé c = -■ ^-^ 

H K U 

Zoo ook kannen de drie koppels L^ H en N tot een enkel resol* 
térend koppel herleid worden , S =: |/'(L^ + M^ -h N^), waar- 
yan de as hodien /, m en « met de assen maakt, bepaald door 

C 2 
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F' M N 

Cos, l = -, Co9, w = ^, Cos. » =r g^ • 

Den hoek , tossclien de résolfante £n de as vdn het lesültercnd 
ioppel, (^ noemeode, zoo is 

Coê.^=. — -,g — ==. CasM ÜosJ+Ca8j> Comm+Cosj! Cas.n. 

llb 

De krachten liioetén in de fonnolen sféeds positief ^{enonien 
.worden; de zin waarin cij wetkcfkn wordt dan aangedaid ddór de 
hloekcbv die de iïgtin(|[èn^ volgens welke tig trekken^ met de posi- 
ücte «sstii maken; deze hoeken moefëh en beh<ie?e& ook nooit 
d^rooter dan 180^ genomen te worden. 

Watoeer iroorts «enè kracht ondxinden wordt in ni^t meer dan 
drïe otidcrh'ng regthoekige, zoUen wij de samenstellenden tolgens d« 
riglingen der ontbinding, de projecliën van de kracht op die rig- 
tingen noemen. Wordt alzoo eene kracht in twee andere ontbon- 
den , waarvan de ecne evenwijdig aan en de andere loodregt op 
eenig vlak is, dan is de eerste samenstellende de projectie der kracht 
op dat vlaki en de tweede zamenstellende de projeclie Van die 
kracht op de normaal van het vlak. 

Al wat tot deze herleiding der krachten noodig is, kan men 
ontwikkeld vinden in de Statica van den lieer J. P, DkLPiAT;wij 
veronderstellen voor hel volgende, dat de grootheden X, T, X| 
L, H, N, enz., volgens de aangewezen fonhalén berekend zijn. 

Waren de kVachten in evenwigt, dan zon men vinden: 

L = O, M === O, N = O, X = O, T = O, Z = 0; 
maar dit evenwigt moet ontstaan door bijvoeging van twee onder- 
ling loodregte krachten , waarvan er ééne in grootte bepaald iS 
en door een gegeven pnnt gaat; stel deze kracht = P, de hoe- 
ken die zij met elk der assen maakt a,fi ca y, stel de grootte 
der andere kracht =z= Q, de hoeken die hare rigting bepalen 
etif Pi en y, , en laten s, y en « de coördinaten zijn van een 
wiHekearig pnnt van hare rigting; door dan P en Q te ontbinden 
in drie andere krachten evenwijdig aan de assen, en de drie za- 
mensteUenden van Q in den oorsprong over te brengen, verknggt 
men de volgende vergelijkingen voor het evenwigt, 
^+VCos,(t+QCos.(i^z=0: .(1) h+Q{yCas.y^— zCo8.fi i)=0. .(4) 
Y+VCos.p+QCos.pi=zO..{2) M+(){zCosM^-xCos.y^)=dO. .(5) 
Z4-PCo5o^-hQC7o«.yi=0. .(3) Tf+Q{xCos.pi-^Cos.at)=0. .(») 
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l^rvijl men nog Yolgens bekende eigenschappeo, en omdat P enQ 
Qnderling loodregt zijn , de fooivaarden heeft, 

Cps^ ck + Cos.* + Coê.* y 3= 1. . ., . ,:(7) 

(7o«. »j(5m. », + Cw. Co9. gji.+ O». y t^o». yi == 0. (9) 
In dese Tecgeli^kingeD djn.zefen onbekende groolbe^ep , • nam^* 
meUgk Q, «^ 0, yi «i , ^^ en y|^ en drie qpbepaalde x f, y / 
en «; maar deze laatste ?erd wijnen ak men (4) met Cm. «i » 
(6) met C(M. 01 en (6]l met Coa^ y^ Tennenigviijdigt^ en de «oi|i 
Tan die prodaoten n^mt; dit geeft dan 

L Goa.a^ + Vi Coi. p, + N «w. y^ =c Oj • (10) 
deze.TfNrgelijktngy of wat hetzelfile is 

C(i$.l C(}a.»^^+ Cos.tn Cos.p^ + Cos.n Co9.y^ = 0., 
tgont aan dat Q loodregt op.de as, dus evenwijdig met bet vlak, 
Tan bet resolterend koppel S is. 

Viamenigvaldigt men (7) met P% (8) met.Q* eo (9) met2PQ, 
dan, is de som dejr producten 

{i Coi. K-^ Q Cos. »^y H- (P Coa. p + Q Cq9. pj» + 
+ (P Cof. y + Q CoB. yO* = P* 4- Q*. * 
of ingevijge (1) . (2) en (3) , 

X* +. Y* + Z» = P* + Q* 
dat is R* = P» + Q*; 

bieroit ziet men, dat elk der krachten P en Q kleiner dósnt te. 
zijn dan de resultante Rj voMoet P aan deze voorwaardoi dan ia 
* Q = + t/(R» - P»). 
VermenigToldigt men (1) met Cos. », (2) met Cüs. en (8). 
met Caa. y, dan is de som der prgdiiicten 
{^CoB.8t+YCo9.&+ZCa9.Y)'^v{Coê.^ a-^^Cos.^ f^ + Coê.^ y) 

+ Q(Ciw. « eb», », + Coê. Cp9.fii + Coê.y Co9. y^ = O, 
oi ingevolge (7) en (9) 

X «w. « + T Co». P + Z Co9. y -t- P == 0^ 
op dezelHe wijze verkrijgt. men.. door (1), (2) en (3) met Cosm^^ 
Coê. ^1 en Coê. y^ te vermenigvaMigen 

X Co».^ «1 H- T Co». 0j + ZCo». y^ -{-^(^ :=! Oy 

en deze vergelijkingeu dezelfde zijnde als. 

p 
Cm. a Cö». 01 + Co9, b Cos. fi + Cos. c Cos. y + ^ =: (>., 
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Caê.a Coê.m^ 4- Coi.b Co9,p^ + Cos.c Coê.y^ + ^ =: O, 

toóneo aan, dat- de tameDlteltendeii , die mm veilriggtdoorR yol- 

ge&t de rigtiDgen Tan P en Q te ontbiüden, even groot als, doch 

legeDgetteld aan P en Q lijn; afelt men namelijk de hoeken , dïe 

"K met P en Q' maakt, Toor door d en h' ^ dan geren r^ 

P O l4R* — P*) 
ft^.* = -g, Caa.«' = - J = -.?l^-j^ h 

4eze boeken lijn dos altijd atomp, en daar 

P* O* 
<S«.« 9 -»- Cof.» 6' = ^ + ^ = ^ 

es tevens 6 lopw^l ah 9' kleiner da^i 180^ is, heeft men V =. 270<) — B. 
Yeider is de hoek tnsschen P ën Q regt ; trekt men dos nit den 
^^Kursprong eene lijn evenwijdig aan Q, dan is de som der hoeken, 
4ie rondom dit pont gevormd worden door R , P en Q , 

Z.(R.P) + Z-(R.Q)+Z-(P.Q) = 9+(270'-9)+90o, 

juist gelijk 360^; deze lijnen liggen alxoo io één vlak, en hieruit 
Tolgt, dat Q evenwijdig is met het vkk dat door de resultante R 
en de kracht P gaat. 

Vermenigvuldigt men (1) met L, (2) met M en (3) met N, 
dan geeft de som der producten, na door P gedeeld te hebben , en 
ingevolge (10) , 

. L<aw.ii-hMCas.p + NCas,y+ ^"^™^'^ = 0, 

:^f CoiJCQ$jb+Co8;mCot.fi+Coa.nCa8.y'i "^ "^ — =0 

en omdat '^ g^ — = Cos. (^ ts 

dat is, den hoek tnsschen P en de as van het koppel i|i noemende, 

CSm, i|r = — - é7os. 01 

deie hoek lal dus scherp of stomp sijn naarmate stomp of scherp 
is , en de verkregene uitkomst of P Co9, ^ = — R Co$. wijst 
aan, dat als men P en R ontbindt in twee onderling regtboekige 
krachten I waarvan bij beide ééne volgens de as. van het koppel 
gerigt is/de zamenstellendc van P in die rigtiog gelijk doch te- 
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Qtug/sAdd iê. aan die faa R iu dezelfde rigtiog^ en dat P)dbR^<>«« 4^ 
moet zija« 

Al wajL tot de bepaling, van P en Q noodig is , beeft men nu 
gevonden i de boelen », .ff en y Lnnnen berekend «orden uit 
de veigeli}kingen : 

Coi,* tt + Co$^ fi + Co9^ y zz:: 1, 

P 
Coeji CosM + Cosjb Coa.ff + Co», c Cos. y=:Co9.9z=: — ^A(k\ 

R i 

CoaJCaê,a+ Co8.mCaê.p+Coê.nCos.yz=,Cos.4fZ=:^-^Ca$.4>, ] 

en «II ^1 en y^ uit: 

Co8.* «I + Coê.^ jSj + Cm. >y i = 1 . 
CoiUiCa8Mi+Co8jkCoê.pi+Co8,cCos.yi=^-SinA -" ^ ^*^ ' ^ J (B) 

(%»f^ CSmuIi + CoB,m CoBjffi + Cos.» CIm^^^ = O \ 
beide groepen leidon in bet algemeen tot eene tweede magtover* 
ge^king, docb geven niet meer dan twee atelaeli voor de zes. 
onbekenden , omdat deze ook nog voldoen moeten aaui 

Cos. » Cos. »x + Cos. ff Cos. ff^ + Cos. y Cos. 7^ =:0. 
De algemeene formnlen uit deze oplossing voortkomende, zijn te 
zamengesteld om er verder eenig gevolg uit te kunnen afleiden; 
evenwel is nu bet vraagstuk gebeel opgelost, want als «|, 02 ^'^ 9^1 
gevonden zijn, dan geven de vergelijkingen (4), (5) en (6) de 
vergelijkingen voor de ligging van Q. Omdat die boeken aan de 
vergelijking (10) voldoen, is elk der vergelijkingen (4), (5) en (6) 
van de beide overigen afhankelijk, zoo als vereiscbt wordt, indien 
v^ eene lijn moeten voorstellen. 

Wanneer men door denzelfden oorsprong een nieuw regtboekig 
assenstelsel aanneemt, dan kan men de vergelijkingen, die de 
bqzonderbeden van bet vraagstuk bevatten, vereenvoudigen. Neemt 
men daartoe bet vlak, gaande door de resultante en de as van 
het koppel , als jp'j'vlak en de (positieve) as van bet koppel als 
as der -{- s', dan zijn ook de overige assen bepaald | de positieve 
as der 9' kan men zoodanig kiezen , dat de resultante eenen scber- 
pen boek met baar maakt ; maar om nu voor de algemeene ber« 
leiding der kracbten de formulen op dezellde wijze te verkrijgen, 
als zij in het begin opgegeven zijn, en zoo als zij voorkomen in 
de Statica van den Ilccr J. P. DsipniT, moet men de positicte 
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as der y' aan de linlerxijde van het ir'sMak nemen ^' wanneer 
inen bet yV?lak oit een pont der positieve x'as beachoawt, met 
het hoofil gekeerd naar de positieve rigiting der s'as. Nam men de 
-4- y'as aan de tegengestelde zgde, dan iouden de fermuleQ opk 
tegengestelde teekens verkrijgen. 

Mep vreet vooraf, dat voor dit nieuwe stelsel (omdat de rcsol* 
tante en de as van hfit resnltetrend koppel in het 4p's'vlak Ugipsn) 
de lamensteUende der resultante volgens de as der y\ en de kop- 
pels loodr^t op dp assen^ der ^' en der y' verdwijnen } blgvendc 
alleen een koppel loodregt op de as der »', waarvan de as op de 
positieve as der s' gelegen is. 

Wanneer men dos de yeigeligking^ (i) en (B) vooc.dit nieawe 
•te\sel wil verander^, moet men stellen 
o=±(90o— 4)), A=90^c=<^, /=90% m=:90^ « = 0, 
X = RiKi^<pi, Y=?=0, Z = R<7^#.<fr. L=:0, M=0, N=S; 
indien men dan de hoeken, die P en (^ met de nieawe assen ma- 
ken, door dezelfde letters met aooenten voorstel^ dan wofden de 
yergelijkingen (A): 

p 

Sin.(P Coa.tt' + Coa.cp Cos.y' = Co9.6 =. — g, 

/> / ^ . Vi Cos. $ 

Cos. y' = Cos. * = -T p-^^ 

en de vergel^kiogen (B); 

Cos.^ x\ + Cos.^fi\ + Cos.*y\ = 1, 

Sin. <p Cos.a\ + Cos. (p Cos.y\ =z^SinA=i— ^^'^^T' ^% 

R 

Cos. y\ — O, 

Men vindt hieruit zeer gemakkelijk 

Pft Sin. (p ' 

• ^ — ■^ p • u :«zr"A — » 



Cos. y' = ^, 

Ci». »\ = - ^^^' - ^•> 



lkSin.<P 
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Cos Q' - in KP^-R> Cos^0) 

CW. y', =3 Oj 
omdat Coa. »' Cos. ti\ ^ Cos. ^^ €os.^\z:pO f^ Cos ot! Cos. et\ 
positief Up moet Cos. fi* Cos. fi\ negatief zijn; daarom hebben 
d«e QotmotaeD tegengestelde teeLens. De overige hoelBen bebbeik 
siedita eene enLob waarde , zoodat er ia het algemeen twee en. 
niet meer dan twee rigtingen voor P en Q bestaan ; men zal bni- 
tendien gemakkelijk kannen. nagaan, dat als P < R en P > ± R Cos, $ . 
is 9 di tellers dezer {onnolen all^ kleiner dan hnnne noemers 
WQvden, en daarop de waarden voor de oosinossen g^svonden, be- 
staanbaar zg^} de aangewezen yporwaarden ziji^ dua no^d^kelijk 
en voldoende^ Se kracht. Q ligt na in het o^'y'vlak of in he^ 
ibk Tan het resulterend koppel ^ en hare vergelijkingen {i), (5), 
en (6) veranderen in: s' =r O, 

8 -fr Q (a?' Cos. fi\ — ^' Cos. »\) = O, 
o( aa herleiding 

,_ , P» — R« Cas.^ RS Sm. » 

y ^±9 y K« — P* a> _ p> ' 

cn^ voor de lengte der loodlijn uit den oorsprong op deze lijn ge: 
trok)iLeP) heeft men 

~ KR* — P*) ~ Q' 
die loocilijn valt. bij den aangenomen stand der assen altijd achter 
het x's'vlak (dat is aan de zijde d^ negatieve y'as) , want stelt 
men in de vergelijking voor Q> X* -zz. O, dan wordt zij[ 
, _ RS ^tft, 
^. "" K« — P» ' 
deze waarde is^ altijd negatief, zQodat de rigtiog van Q de negatieve. 
as der y' doorsnijdt , en dos ook de loodlijn op Q aan die zijde 
van het sVvbk valt» 

De grootste waarjle die voor P zoude kannen g^even worden is 
P = R^ maar dan wordt Q = 0^ en er zal geen evenwigt konr 
nen bestaan, als niet het resulterend koppel S gelijk nul is^ de 
vergelijking van Q gaat ook in di^ geval over in S = O, terwijl 

p 
Cos. 9 =: — - = — 1 aanwijst; dat P tegengesteld met R 

moet zijo* 
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Digitized by LjOOQ IC 



42 •rL»ssia«tR 

Is daaran^gen liet resaltamd kopiKl gelijk niil, dao is de 
ligfiiig der s'at en dus ook die der ovenge aften onbepaald 3 ana- 
lytiadi voedt dit aangeloood door de fanBole 

^ ^ XL-f*Tll+Zir 

'^^^ * = BS~~ ' 

diftdea hodt bepaalt tastdien de rctliltaBleea de aam ImI koppel; 
a^'wrdt Yoorbet aangenoiKDasMnstdael, alsnog N=S = i^ 

Co.. ^ = 5. 

Neemt men de s'as willekeiirig, dan worden de orverige Iderna 
geregeld , en de gevondene formulen geren de rigtingen voor P en Q; 
maar toot alle aangenomen s'assen en eene bepaalde naarde iran F 
zijn de boeken tosachen R en P en R en Q alt^d deieUSe en aan- 

p A 

geweiendoQré7o».C=:— - ^o».d' = — ^y en de Teqgel^king van 
11 R 

Q wordt %' C08. P, — y' Cos. ol\ = 9. In dit gcral n^den 
dof de krachten P en Q elkander in den oorsprong en zqn haie 
rigtingen willekeurig, maar gelegen op regie cirkelvonnige kegel- 
vlakken , waarvan de resoltante de gemeenschappelijke as is en f 
en V de halve tophoeken zijn. Deze kegelvlakken worden beschie. 
▼en door het parallelogram Yan krachten , gevormd door R in tvee 
onderling regthoekige krachten, waarvan er eene in grootte bepaaU 
is, te ontbinden, om deszelfs diagonaal te doen rondwentelen. Ore- 
rigens kan men hier aan P alle mogelijke waarden ^ R geTcn. 

yoor het algemeene geval, is de kleinste waarde die P kan hebben 
P = ± R ^<>». 0, Q wordt dan gelijk aan R i&'«.^,dat is P en 
Q zijn dao gelijk aan de zamenstellenden, die men verkr^gt door 
R in twee onderling regthoekige krachten te ontbinden, waarvan 
er eene volgens de as van het koppel valt; verder is in dit geval, 
Tolgens de fbrmolen , 

Cbs.»'=0,Cos.p'-0,Cos.y '-iFl,ros.(s\= - l,C'os./3\=0,6^^^^ 
of«'=90<»,P'=90,y'=180^of0,»',=180<^,p',=90<>,y',=00o, 
en de vergelijking van Q 

' — — s _ _ s 

^ R «n. ^ ~ Q' 

dit alles toont aan dat P in dit geval gerigt is volgens het verlengde 

van de as des koppels of volgens deze as, naarmate $ (de hoek 
tjisschcQ de resultante en die a?) scherp of stomp is ; dat Q cvca- 



V 
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irgdig me^ de «tder #'> naar de o^gatieve rigtiog dezer at tsek-» 
kenddi achter hel ^'jK'vlak ügt , en dat ev in dit geval alechta 
eener rigting .tdordk det Iradhiefl P eo Q it. 
• Het volgende heeft betvekiing op het nieiiw aangenomen anenr 
etdaeli .dtidi jqo de aooentenhfj deJettera weggelaten. 
.'Be' beide rigtingea voor eene.bqnalde wai^e van P qn gele^ 
fgen op xe^ kegelvkUeni vaarvan de as dea. koppela en de resul- 
tante de assen i^n en ip en 4 de hal?e tophoeken, terwijl hun 
gemeenschappelijk toppunt in den oorsprong ligt 3 de vergdijkingeoc 
dezer kegehlakken zijn , 

R Cos. (p » 

^as.^ ^ _ ______ 

^ . P ar Sin, 0-^9 C09. 

Cos, fl z=; — =- zzz , . . r?-, 

R K(ar* + y* + «») ' 

door hieruit eene der Teranderlijken te elimineren, zou men de 

vergelijkingen van de projectiën van P op elk der coördinaten 

vlakken vinden 3 als men daarentegen de vergelijkingen metelkan-; 

der verm^gvuldigty om P te verdrijven, verkrijgt men 

»{xSin.0 + MCos.<p) 

voor de vergelijking van het oppervlak^, dat alle rigtingen van P 
bevat 9 als men deze kracht van hare kleinste waarde tot hare 
giootsle waarde laat aangroeijen; na herleiding geeft dezelve 

a?* + y* — SM Tang. (J = O, 
een scheef cirkelvormig kegelvlak aanwijzende, waarvan het sz^ 
vlak het centrale vlak en de doorsneden met vlakken evenwijdig 
aan het iryvlak cirkels zijn, die hunne middelpunten hebben op 
de lijn , gelegen in het dPsvlak , en waarvan x =z is Tang. de 
vergelijking is* 

De hoek van het centrale vlak is en wordt gevormd door 
de as van het koppel en de resultante. 

Snijdt men den kegel door een vlak evenwijdig met het jy vlak^ 
hebbende tot vergelijking 

s = R Cos 0, 
en dj^t dos al de uiteinden van P bevat , omdat P Cos. 4» = — R Cos^ 
iMp dan vindt men voor de vei;gelijking van de projectie dezer doorsnede 

«* -»- y* + R* Sin. <p = 0; 
de projecticn van de uiteinden van P zijn du« gelegen in den 
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omtrek fan eènen cirkel , gaande door den oorsprong-, dieR>^.<^ 
of de borixontale zunenatellcndQ van R tot middelHjn heeft en 
waarvan het middelpunt op de negatieve aa der s ligt. Voor de 
lengte der horizontale pvDje6lie(oi die op het ;ry vlak) van P heeft men 

P'=P«#».y' = PK(l — Cm.V)=K1^*— ^•^«••*^); 
veraeni^ men haar uiteinde met het andere uiteinde der middeUijn, 
dan is de lengte dexer koorde K bepaald door 

K = |/'{R«^tn.>(p-P'*) = r/'(R*— P*)- 
zij ia dos jniat gelijk aan Q, en voor den acherpen hpek k^ dien z^ 
met de as der s maakt, heeft men 

^^•^ R&n.0 W 

Vergelekt men di| met de waarde van CSm, 9! ^ dan zal men zien 
dat^zij evenwijdig is met Q ; trekt mep dos uit den oorsprong eene 
loodlijn op K , of' verlengt men P' achter het jrjiylak , en zet men 
dqaeop uit de lengte die voor de loodlijn d gevonden is ^ namelijk 

Q~^/(B* — P«)' ^^ 

dan kan men dit voetpunt der loodlijn als aangrijpingspunt van. 
Q beschouwen , en voor de polaire vergel^king van de lijn , die 
gevormd wordt dqor de aangrijpingspunten van Q als men dezp 
kracht met P hare verschillende waarden doet doorloopen, vindt men 
door (o) en (&) te vermenigvuldigen , waardoor P. verdwijnt, 

iiasiria nu de lu^tieve ai der y de oorsprpqg der. hoeken ist Bezp 

S 
vergelijking wqst eene regte lijn aan , die op den afstand - — -r- 

achter het jrjKviak. gelegen, evenwij^g isL aan de as der ar» Die 
afstand is juist gelijk aan den arip van het resulterend kqppe)^ 
als mien des^elfs klachten gelijk neemt aan 4^ hprizontale pro- 
jectie van R. 

Wanneer P van ± R Gos. $ tot.R aangroeit, neemt Giw. h 

S 
van 1 tot O af, en groeit d van — =^ — — tot oo aan ^ ah dos P 

het aangewezen kegclvlak beschrijft van de as des koppels naar 
de resultante^ langs, de v9oi:zijdc v^ het o^^vlak, dap. verwijdert 
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zich het adhgnjpio^spiint Yan Q in eene re£[te lijn evenwijdig mét 
cW at der x^ van den oorsprong naar de positieve zijde dier as^ 
en naar de negatieve 2^e als P achter het i^svlak den kegel doorloopt 

Om zonder bèhnlp van stelkanstigè formnleti tot dezelfde nit* 
komsten te geraken, (ftiderstellén tirig dat de krachten di\) op hél 
HgchÉam werken (Fig. 9) herleid zijn tot eene enkele resaltante^ 
gaande door het gegeven aangrijpingspnnt en tot een resulterend 
koppel; de vraag is dan otn deze weder te herleiden tot eène op het 
gegeven pont wefkénde kratiht P van bepaalde grootte en Bene andere 
Qy dte haar regthockig kruist; want brengt men dan In tegenge- 
stelde rigtingen> gelijke krachten | zo6 bigft het stelseÜn évenwigt. 

Zij (in Fig. 9) All de grootte ett rigting 'der k^tiUante , A het 
gegeven aftngrijpingspant, tn stel dat AP Üe grootte en onbekende 
ngti>)g vïm P zij ; dóór dan R met P té vereenigen, AQ' evenwg* 
dig Aan PR en PQ' evenwijdig alm AR te trekkeük, viddt meü 
AQ' voor de kracht, die noodzakelijk met R in A dient te wordeik 
nmengesteld om P in de rigting AP op te leveren. Deze kracht 
kin meta alleen netten van de krachten van het reshlterelid kop* 
pdy waarvan dan nog eene kracht Q moet overbleven , die P 
loodregt kraist; maar.AQ^ en Q nit de herleiding van eeh koppel 
voortkomende, tnllen zei ven een koppel nitmaken gelijk eü eveh* 
w^dig aan het eerste; das is AQ' =± Q en liggen kij béiden iii 
bet vlak van het resniterend koppel alè men dit door den oorsprong 
overbrengt; zij znlléh verkregen worden doot aan den arm vad 
dit k<^pel, waarvan het moment bepaald is, zekere leugtQ te.g.e« 
ven. Omdat verder P loodregt op Q das ook op AQ' moet zijn^ 
beeft men in den regthoekigen driehoek APR 
AR* = AP» -h PR» 
rf R» = P« + Q* en Q = +. ^^(R* — P»); 
ook vindt men dadelijk , in aanmerking nemende dat de kracht P 
die het évenwigt moet daarstellen tegengesteld is met AP; en Q 
tegengesteld met de kracht Q Van het kbppel, en das in dezelfde 
rigting als AQ' werkt, 

Cos.PAR = Cw.(l80° — 6) = J of Ów.9 = — f 



R "' --._- ^, 

_ Q_ ^^(R'- 
~ R"" R 

Zij verder (Fig. 10} BB' de projectie van R op het vlak van 



Coê. RAQ' = Cos. 8' = — &n.PAR = — J = — ^^' ^^\ 



Digitized by LjOOQ IC 



i6 o P i o S S I K G £ fi 

het resnltereod koppel^ AC Igodregl op. dit vlak, en AD loodregt 
op BB' b dit vlak, dan zqn dit de rigitingen der x', %' en }f' 
aneo van de voorgaa&de oplossing ; AB ia de potitieTe as der sb\ 
AC. of detzelfs. verlengde de positieve as. der «', naaimate de 
I^iek tassdwn de xesnltante en de. as van het koppel . scherp of 
irtomp is y en AD of des^elis verlengde de ^positieve as der y\ naar- 
mate AC of deazel& verjengde de positieve as der s' is* 

Maakt men (Fig. 11) achter het «'s'vhdi /.B'AQ' = Z.B'AQ' 
(van Fig. 10) en AQ' =: AQV dan xal men door AQ' met R 
feamen te stellen een parallelogiam verkrijgen gel^k en gelijk- 
vonnig met Q'ABP, vrant <nndat R in het s'is'vlak ligt, vonk 
Z^RAQ*=ZJRAQ' en deszeUs diagonaal is dna ook gdgk 9, 
makende niet AB en AC dezelfde hoeken als AP (in Fig. 10) 
met deze lijnen; er zijn dos twee.rigtingen voor de kraditen P 
en Qi doch de loodlijn nit den oorqprong op. Qgetrokkei^bl^ft steeds 
achter het s'js'vlak gelden. 

Door uit R loodlijnen RF en R£ op AB en AC te trekken. 
Worden- AF en AE de twee samenstellenden der resoltante; daar 
RE zoowel als RP evenwijdig is aan het horizontale vlak (wij zol* 
len het ^r'yMak het horizontale vlai noemen)| zoo is ook het vlak* 
van den driehqek REP horizontaal . en EP loodr^ op AE;. mea 
zal dos voor elke waarde .van P hebben 

AP < AR en AP > AE, 
of P < R en P > R C4w. ^; 

AE 
tevens heefi men^ in den regthoekigen driehoek AEP, Coê. EAP := —^ 

of, omdat P tegengesteld met AP moet aangebragt worden, en de 
hoek, dien deze kracht met de as van het koppel maakt^ ^ genoemd is^ 

Omdat AQ' loodregt is op AP en AE, en RP evenwijdig aan 
AQ% staat RP loodregt op het vlak. EAP, en is /.EPR r^; 
de pnnten E, P en R zijn das gelden in eenen horizontalen 
cirkel I waarvan ER de middelKjn iS| en de rigtingen van AP (als 
men die kracht van grootte Iaat veranderen) vormen alzoo een 
scheef kegelvlak| waarvan deze cirkel de bazis en de oorsprong 
der coordinaten-assen de top is. Verder is EP gelijk aan de ho- 
rizontale projectie van AP, en neemt men in aanmerking dat do 
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Inchton P tegengesteld z^n met de rigtingcn van AP, dan zal 

men zien dkt de niteinden Tan de hon^ntale ptojectiën vanP get 

l^gen siJB in ién ci^el> beachwTen op AG^ wordende het pant 6 

fièpnld door E6 ^Bte^wgdig aan AR te trekken $ het punt ,Q' JBg^ 

blijkbaar ook in deeen : omtrek , en trekt men dos nit'^ fsenedgn 

OQ'" evenwqdig met AQ', dan ia AQ'" == GQ'k EP de piojee-' 

tie eener rigtin^ van P, achter he^^Vdak^ en m^ heefi 

AQ'" =: EP =: ^^(AE* ~ 4E*> = ^P» — R* «mu» (p). 

Om het aaogrijpingspimt ym Q te bepalen ^ verlenge men, ala 

AC de positieve as der x' \b, de lijn AQ'" tot in H zoodanig, dat 

AH X Q = S wordt, j'dan is H.het.geTraagde aangrijpingspant 

en moet Q evenwijdig met AQ' aangebragt* worden ; trekt men nit 

H eene lèódlijn HF op AB', den zijn de driehoeken Afift èn AQ'''6 

gelijkTormig, en -men heeft- • 

AG :^CQ^'' = AH^ Hl, 

GQ"^ X AH _ AHx Q _ S 

"" ^ — •" AG~^ ~ AF ~K6in.0' 

zoodat Hl voor alle. waarden van Q slandvafttig ia; de aaogrigpings* 

ponten van die kracht vormen alzoo eene regte lijn, die, op den 

S • • ' ' 
afstand ^^ - achter het or'jsMak,, evenwijdig is aan de as der x'. 

Was AC de negatieve as ^rjir'; dan ion men, omdat het koppel 
nit G iMBschon^d , ^n nè^tjef _moet^ zijn , kQ"* naar de andere 
zijde moeten verlengen, maar dan is ook AD de negatieve as der y ', 
en dos ligt de lijn der aangrijpingspunten wederom achter het d? Vvlak. 

Wanneer men Piiet kegdfvlak doel; doorloopeh van A£ nm ARj 
achter het ^rVvlak, dan doorloopt hare tegengestelde AP dit vlak 
van A£ naar AR langs de voorzijde; het punt Q' beweegt zich 
in de rigting GQ'A en het pnnt Q'" in de rigting AQ'"G, dos 
het' pAnt H van K naar H; gaat P langs de voorzijde van het 
^'s'vlak, dan beweegt zich H van K naarH'. 

Verder zal men nit het voorgaande , door te veronderstellen dat 
de driehoek EPR op het horizonUile vlak geprojecteerd zq, ge- 
m&kke]i|k kannen opmaken dat de rigting van P'biepaald wordt 
door x»p de projectie AF van R éenen halven cirkel te beschrijven, 
en nit hdar eene niteinde F twee cirkelbogen, met Q als straal; de 
sn^pantctt rijn alsdan de horizontale projectiën der niteinden vai^ 
de beide rigtingcn Van P, waardoor ilie rigtingcn geheel bepaald zijn. 
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On na 'nofj; de hoeken te bepalen, die P en Q met de 
nmlcD, beaobrqven wfj (Fig. 12) in de Tlakkén deier hodai 
oriLelbogfen^dtnien dan de Figuren 10 'en 12 met elklinder Ter- 
gdqkt , en in aanmerking neeAit dat P tegengesteld met AP en Q 
in de ligtiiig van AQ' werkt, dan zal men bevinden dat 
2LBAB=180«— «',2LI)AF=180°— p',Z.DAE=:180°— y', 
/.BAG = «',, LVA.Gz=zp\ en Z^EAG=y', =90<> ia, en 
^DAC=18OHZ.DAEcl8O°4^EACfc0ot 180^^,/^GAD=90°. 

Er is rcedi gcTonden 'Cot. ÈAD = Cot. ED = — ' . , 
^ ^' R Cbt.0 

la 4ea htAnmóffm dridioel GGB h JL ^ ss dOP ea 

Coa. CC z=: Cm. BC Coi. Bd , 
Co». (270° — 6) =? Co». (90° + ö) = <?o»; (00 — <^) 'Cos. »\ , 

Dt w».«,_ ^.j,^— B^i'«.^~ 1{Sm.ip' 

èD 5ï*.«', =+ '^ r"^ ^'* ^^ (+«>«'^«t i»'» <I80°ai >0 is); 

itaarmatc AQ' voor of achter het «'s'vlak ligt, heeft men 
<7o». ^', = «7o«. (»', — 90°j = An. «', , 
Co$. P\ — Cot. (270 — «',) = — «I». »ƒ, ,. 

oog beeft men in denzelfden diiehoek 

***' ~ -Sm. CG ~ -»n.(27ü°-- ft) ~ Co*.< ~ P ' 

c^. ccB =. ± ^<^' - ^; ^>' ^^, 

het bovenste oF onderste teekeh nemende, numiate AQ' voor of 
achter het «'s'vlak ligt. 

In driehoek DGF is dan DG = dO« en 

Co». DF = Sin. GF Cm. DGF » 
Co».(180O— P')= ««.^', (;o,.CGB=x - Co».«', C^.CGB, 

C««.(180 -P)_± p • RAn.<^ ' 

en Co». _ T p . -R^^- . 
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'4Siï n dndbodk DGB , 

«70.. (180 - «) _ + _____^, 

. Cos. »' = „ .g. ^ ^. 

PR jfiin. cp 

• De titkomtten der Éttalytiaclie 'en (nébdtQilMigj^ KétcIkbiiwiDg 

^mmen alzoo geheel met elkander overeen^ «n ^anUeer wig nÜ 

'alles te zanneïi matten %at in d^n hop der bploMig geVondeb it) * 

idaa kwxfeb ivij lot het volgende béiloit: 

1^ - In het iilgeni«en kan 'een atefiel vfttt Uadiflèn te «Tmwi[|fc 
Wolden ^fgAsmèmf dtfor Wéé onderling loodregte krachten^ traarraik 
^r 'ë2n0 P in ghwtte bepaald ia en 'ddOr^-eei^ jg^ierWi pont gaat^ 
«rite dcke kracht kleïber fa dan de ireêoltanle R vah het ateladeÉ 
niet kleiner dan de projectie van deze reaultanie op Aè as tan h^ 
-hoppel) dat men ireribrijgt ah mêtt'dia remltantê iik hel ge^en 
«umgrijjpinjgpBpunt oveifaengf. . De andere kracht Q ia altijd klemër 
'dan de prqjeolie ¥a1i R np het vlak Tan het kopjpeli en RyPeh'^ 
toraien eekien riegtfanekfigen dlridioek, iaervan R de hypbthenikaa in 

2^. P kan niet gelijk aan R genomen Urorden , te&iij het rB- 
«oltmnd kop{fel tiol h; dan faeeh men ook Q s= & en ia ^ 
tegiDgebtei4 niet R; • '.* 

Ala het resniterend koppel nit zich zelven nol h , daih kan '1^ 
iJIe mogelijke walmlén Uèiner dan R hebben; men behoeft dan 
aleohta R in tii^onderiiiig regthoekigo krachten le^iintUnden^^^ 
-Tan, er eene gelijk éah de gegevtttè vaafdo «aa ^ ia; hieidoor i^ 
-ie htiékJea tnaachen R en P, 'en R en Q geheel" bépttU^' maar .dé 
vigtini^ VAh P en Q zijn obBepuUd in de Miatv eti ^(qgei|.«q^ 
tIBgte oiikelvMtnige kegelviakken^ die^ meb ¥Cfin%t«dbor.aden rq|t. 
hoek dét krachten I om de diagonaal R ié latëh ömwenteIen;!iKièlf 
telke rigting van P ia er eene overeenkomstige vboir Q; 

3*^. Neemt men P gelijk aan de projectie van R op de as deé 
koppels y dan is tij tegerigesteïcl miei deze projectie en hebben ^ 
bi Q slechts ëëne rigting; zijnde Q evenwijdig met het vbik dat 
dmi de aa van hèt koppel en de resnltaiite gakt, en réa Ui vhfc op 
^seojen lAtand verwgdenl , gd^k aiah den «nn %an hlBjt jreattlteren^ 
iLoppal» ala tneik deazdb kracht^ gblijk nea^lt aan dè pn^i^lSlili 
tan R op deszelfa vlak. 

D«DaiL^ IleSruK; D 
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4^. Geeft men aan P, toaidien de beide genoemde ffeuDeaiy alk 
.moedi|ift «aaideni dan Tetiuldert oA hare rigting Ifedarig^ c& 
deie rigtiDfen ^tanen een acheef cirkelvormig k^ht^k, dat den 
boek tiuadien 4le reaoltante en de aa Tan het koppel tot oentiaal- 
vlak beeft. Het aaogrigpingq»ant ia de top van dit kegelvlak en 
de dooraneden loodregt i^ bet geiegde vlak ajn eirkdvonnig. 

Q ia ateeda in bet th)L van' bet icanlterend koppel, gdegen» 
ala men dit door bet gegeren aangi^piiigppant OTedMngt; en h^ 
.aphonwt. men bet voetpont der loodlgn nit dit ppQ^.q;^ bare iiQ» 
ting getrokken ala baar aangtqpin|;ipaDt , dan fonnen de Mgigrijo 
jptnlypi^ptip.jyatt Q eene l$n evenwq^ig Mi i»i «U. ntt. de 
ifWanltaiitA. en de aa dea koppda^ Van dit vlak op eeftan «lAtand 
^rerwijdivrd gdfk aan den aim dien bet rendterend koppd feAi^g;^ 
«la' men^ dcaaeliii kraebfen gd^k neemt «m dn prejeeü^ lan. R. cf 
dcmifeflak. 

6^. Om te bepakn aan ivelke J^de dem lign galqien i$p vefr* 
beaUe men aich in bet g^vcn :aang^pnigipQnt ep bet tiak tsb 
^et>reatiteneo4 ko||>el te alean» raodbnigi. dat men de reaoltante 
,fOor Bieb tieten tefena betkoppd aldna. beaeboawd in de paaitieve 
uiting Wan fdeJinke»> oaar de nsgtenijde t^adit te.daaaQen^civea 
'>ft]t:de «^ae» op een nonrerki da» aal diei l^n ataeda «alkn aan 
de linkenijde van bet vlak, dat door de aa Tan bet koppel en de 
feaoIlanCcf gaat '. . 

. WannM «aen, op deae wiJie (jepbuM <jode« Pknga de foonydn 
•(dat/ia, lan^dte.a^de^ welke met den ^ngtedkant van den beaebott* 
mfer Avtntfnfaomf) mn bet «sevlak, bet kflgelvkk doet doorleopen > 
!iani.de.aa.4ea|képtieb naar de reaoltaiitQ^ dim.doiMloo|it btot^ami» 
^jmrtffn^»^»» Q ^ B^*^. l$»aooda$g, dÉtbetaalvesM^ 
.alpeda tanodm.lMshoairer veff«qdeit:iii>.e«iÉ vóonmaitklMt rïgr 

«Abt» . . f.' .. » .• • '. ' 



f\ JftH'tbef^toiigt^ ^im$gê!^ a&mier en mei bekm^ wm eêMmm^ 
'etige fonmtUe, de-ióminiB iM 4^ ,fnamenien tan eem tumial 
'MM^^r^ f6 g e b mó kfoeklen , im- ïp *i>efÊckilkmde ptmién eon 
een Ugchaam werken ^ ie bepalen» 
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opLossmo. . 

1. Wanneer de aangr^pingspiiqten irm eenige knMditen onwrik* 
baar TerfaondeD cga viet eene legte lijn of at^ zoodanig, dat het 
samenaUli .waarop zg nfékmp eene ronddraageode beweging om 
des» at verluqgt all er geen efenwjgft ia} vt men ontlMBdt.(Qlke 
kracht in twee andere, waarvan de eerste evenwgdig aan en de 
tweede loodregt is op de a«, dan zoUen de zamenstdlenden 
evenwigdig aan de as geenen invbed .hebben op de draaijendo 
beweging , maar dezi^ zal alleen afhankelqk zijn van de amen* 
«tellendm loodregt op de aa en van hare kortste aitanden tot aan 
dezelve, » 

Brengt men ,door een willekeorig pont der aa een loodregt vlak^ 
dan zijn de loodregte zamenstellenden evenw^dig aan dit tlak en 
in grootte gel^ aan de peqjecti^n der kraohteii^op hel^elve; tahr^l 
de kortste abtanden bepaaM zoUen wosdeo^ do^ mt het 'aangenoman 
pont in dit vhk loodlfbeo cf de i^jeotiën te trekken. 

Het prodoet van de loodesgt zamen^ellende /aefter kcaeht, vetme« 
tügvoldigd met haren kortaten afstand tot aan de aanneemt men hel 
mmmmi dezer kracht» ten opzigto van dio as; de u zelve #Qidl 
m der memenim genoemd, en door de som dêt n ^ m mU m ventaai 
men dan de som van. al de dos gevormde producten^ mits hierbij 
de momenten der krachten, die in tegengestelde rigling trachten té 
draaien, ook met t e g e ngestelder teekena in rekening brengende. ..f 

Als al dekrachtenan één plat vlak gelegen jqn, wordt ondev dfe 
l^epaling.de som van.hare momenten. gelijk apn het moment van 
hareresidtante; en oiqgekeerd, het .moment eenor kamht gelqk aan 
de som der momenten van hare zamenateUenden. 

2. Om de som der momenten van eenige küBoblan ten opaigte 
van. eene gegevene lign te bepalen, beschonwen wij die lijn als as 
der s van een r^thoekig assenstelsel» waarvan overigens de rigttn* 
gen der andere assen onbqpaald worden gelafen. Wig stellen een 
jder kraèhten voor door P, de hoeken die zq met de assen maakt 
door is^ ^ en 7, en de coördinaten van. haar aapgi^ingspont door 
s» y en s, dan is P Sm^ y de samenstellende chsr kracht loodregt 
op de as der momenten of evenw^dig aan het a?y vlak , en de ver- 
•geUjkiogen der rigting van P zijn, 

D 2 
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^^ — s ^_ y* — y s* — i 

CoÊ. m ~ Cö8. ~ Coa^y* 
eQ diu it de Yer^Ujkiog Ttn hare horizontale projectie, 

waarin #' , y' en s' de TeranderlqLe dodrdinaten voonteUen. Dtf 
Teti^jking van eene lijn, oit den oonproDg loodngt getrokken op 

die projectie, \i alzoo y' = — 7r~5 *'# ^ hieruit de lengte 

Cm* p 

dtar loedlgn oC V/{x'^ + y'^) zoekende , vindt men daarroor 

s Coê. P ~ y Caa> n 

* Sin. i ^ 

en dut toor het moment van P, 

o9têm y 
Men kan naar verkicsing een der heide teekeos gebroiken, maar 
nen moet dit dan bij het berekenen der orerige momenten behoo* 
den; kiest men het botenste, dan volgt daaroit dat men het mo* 
ment als poriiief beKshonwt, wanneer de betor tusachen de haakjes 
pMitief is (en negatief ali die fitfstor negatief il). Bhar in dat geval 
trordt de ordinaat van het anijpont der projectie en de as der y, 
die nit de vergelijking dier projectie bepaald wordt door s' =: O 

i. . j. * C!»f. P — y Ö». « 

te stellen A en waarvoor men vmdt — , 

Coê. a 

negatief als ie scherp en potitief als « slomp is; dat is, negaüef 

lils de horiconftile projectie eenen scherpen hoek en poiitief als zig 

eenen stompen hoek maakt met de as der s. Neemt men na in 

aanmerking dat door de hoeken, die eene kracht met de as mad^t^ 

altqd die bedoeld worden, welke kleiner dan 180^ zijnde , geoMten 

worden door den boog die de positieve rigting der as met de rig- 

tingy volgens welke de kracht trekt, vereenigt, dan zal men hiemit 

kunnen hesloiten, dat door het aangenomen teeken tevens hffaAdi 

is, dat een moment positief zal zijn , wanneer de draaijende bewe* 

ging, die hetzelve aan het 4?yvlak zonde medededen, zoodanig iêf 

dat de positieve to der s tich , binnen den hoek tusscben de 

positieve assen der ^ en der y , zonde verplaatsen. 

De som der momenten >att al de krachten , ten optigta vaa 

de gegevene as (oi hier van de as der «), kan nu volgens eene/wir 
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genCMneae tchfijrvijse toorgesteM worden door 
X.P (4? Co», p — y Co$. «X 

Xorüieidaliahe zallen wij dfBzelve het in^iifeii/ der tmchleu , ten' 
Opagte van die as, noemen, 

Jonder b^hdp dier analyse geraakt men tot dezelfde nitlomst» 
Zij daartoe (Fig. 13) HT'^ de horizontale projectie Tap eene kracht 
Vp "waarran H bet aangrijpingspunt is eo di^ wjbAX ▼olgeqs de 
ngtin^ ia de figanr aangedoid ; dan is ha^r mpment ten opaigte 
fan de as der 4 hetzelfde als d^^t Tan H'P', en dns geligk aan d^ 
som der momcs^ten f^n H'Q' en H'Q'^y die d^ zameiislellenden 
Tan HT' eYeninijdig aan de assen verbeelden» Noemt mpif, na de 
ipomenten positief, als de kcachten de + SLas j;paden d^aaijen in 
d^ hoek tusschen de + ^ H en d^ -ir y 4<> dan is, het moment 
Tan M'Q'i positief en gelijk aan H'Q't X BUi en dfit van M'Q' 
n^tief en gelijk aan M'Q' X AM'; dos is de som dezer momenten 

M'Q'j X BM' — M'Q< X AM', 
qf daar M'Q's^ 6bs.«, M'Q'i^ = P6ros.0r, M'B=f enM'A=y 
is, heeft men, vpor het moment ?an P, 

P(se'oe.g— yOv^a)» 
Als een der zan^nstellenden Tan -de horizont^leL pcqecti^, ofwel 

lieiden in tegfn^gestelde ngting Tan de positieve assen perkten | 

dan zoode eene der nitdri^kingen P Coê, a p P Ca$, , of wel 

loeiden negatief zijn, -maar dan zonda men ook al| dit bij Toor- 

l^d met VQ^ plaats had, Toor die kracht ipoeten stellen 

i— VCoê.mp omdat. deze iteeds in.de formolen als, eene positieve 

grootheid meel voorkpmen; onderzoekt men deze geval]^ Toor de 

Tjerschillende ^aadranten en Iet. meq behoorlijk op do teekens der 

C|»cdinaten Tan de horizontak proiectiën der aangrijpiogspmiten , 

4«n zal men bij de aangenomen rigting Toor de positieve mq^ien- 

ten altijd d( gcTondene forma]«ip , m$t dpieUde Xpeï^kH verkrijgen. 

Door de assf^n met elkander te Terwisfclen » z^l men op dezelfile 

wijze de (sopi der) momenten ten opzigte Tai| de assen der x en 

der y kmmen vinden; wij stellen alzoo het moment ten Of^te: 

Tan de as derJP^S.P (y Cos. 

» » » » y, S.P (s Cos. 

» » » » s, S.P (s Cof . 
ifiBd momenten zijn positief als de draaijingen om dcr^Tor aisen 
plttlts hebben in d^ rtgtipgen ys, ss en syp zoodanige dat wiui* 

DJ 



stenen aizoo net momeni len Of^ie: 
». y — js Cw. P) J= L,l 
f . tf -^ s?. Coê, y) = M,>. • • (A) 
f. — y Cm, «) = nJ 
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men den dnaijende bewegingen nit een pont der podtiere 
beiehoawt , met hel gezigt naar den oorsprong gekeerd^ liare 
Hgtingen van de linker- naar de regterzijde gaan, eren als de 
bew^gmg Tan de wgzers op een nurwerk« Zij konnen dienen, om 
het modient ten opzigte van eene andere as te bqxden, die door 
densdMen oorsprong gaat, als men de hoeken kent, wdke die 
nienwe as met dk der tiorspronkelijke maakt. 

3. Beschouwt men daartoe Tooreerst die as .ah de js'as vm 
een nieuw regthod^ig stelsel , dat denselfden oorsprong heeft ea 
bepaald it door de hodien die desttlfs assen met die tan bet eer- 
ste stelsel maken, en stdt men daartoe de hoeken: die de 
H- s*9$ maalt met 'de assen der +x,+y ea + %pZ=za,t$'f a\ 
4- jf'as » ' n 9 » » » » » » = i| iS'y i&*, 
-f- «'as » 9 9 » » » » » » = o, o' e* 
\]an bestaan er tasschen deze grootheden de Tolgende betrekkingen : 
Cos.» a -H Cw.» a' + C<w.«.a' = 1, , . . (1) 

Co8.^ b + «w.» V H- Cm.» b' = 1 (2) 

Cos.» e + Cos* c' + Cb#.» c' = 1, . . . (3) 

Cos. a Cos. 6 + Cos- n' Cos. 6' + Cos. o' Cos. i' = O, . (4) 

Co8.aCo9.c + Cos.a' Cot.c' + Cos.a' Coê.c*:=zO^ . (6) 

Cos.6Cos.c+Cos.6'Cos.c' + Cos.i*'Cos.c» = 0, . (6) 

en ook - 

Coê.* a + Coa* b + Co#.» c = 1, .•..(?) 
Cos.» o'+ Cos.» i'+ Cos.» c'= 1, . . . (8) 
CoB.^ «•+ Cos.» y+ Cos,* c'= 1, . . . (9) 
Cos.aCos.a' + Cos.6Cos./&' + Cos.oCos.e' = 0, . (10) 
Cos. a Cos. a'-t- Cos. & Cos. 6' + Coa. o Cos. o'= O, . . (11) 
Caê.a'Co$.a'+Co8.b'Cos.b'+Caa.o'Coê.c'=zO; . (12) 
de coördinaten sp\ y' ens' tan bet aangrijpingspunt yan P worden 
^ = a? Cos. a •+- y Ow. a' + » Co: a', 
y' = 4r Cos. 4 + y Cos. V + «Cos. i', 
%' "=1 X Coê. ö -|- y Cos. c' + « Cos. o*j 
en de hoeken die P met de nienwe assen maakt zijn bepaald door 
Coê. a' = Co9. aCo8.»+ Cos. a*Cos.fi + Coa. a' Cos. y , 
Cos. fi' = Cos. b€os. a + Cos. V Cos. + Cos. b' Cos. y , 
Cos, y' = Cos. c Cos. a + Cos. o' Cos. |3 + Cos. o* Cos. y. 
Nu is het moment lan die kracht, ten opzigte van de (nienwe) 
i'as, uitgedrukt in de groodieden die tot het nieuwe assenstdbd 



Digitized by LjOOQ IC 



▼ A9 FBIJiTlA«Bir; SS' 

befaooitey TolgeiiB de derde vergeKgUng (A) in N^ 2, 

P (o?' Cw. p' — y' Clw. «')j 
alt meo voor d?', y', Coa. «' en (7a9. ^' hunne aangewezen waar- 
den sobstitneert , dan wcHrdt de fiMStor tanchen de haakjes 

-{sCoiMyCoÊ.b'+»CoÊjb'^Ca$MCa$M+Ca8M'Co8fi+ Coê.a'Co9.r) 
dat if , na herleiding, alt men eenige termen» die elkander Ter* 
nietigeny weglaat, 

(;r Ccê.fi — yCos.ti}{Cc8.aCo8. V ~ Co$.a' Ca$. b) 
+ {9Co$,a'^sCaê.y) {Coê.a^Cos.b'^Cas.aCoê.b^ 
+{yCaê.y — M Caa. ^) {Coê, a' Coa. 6'— Cü9.a^ Coê^b"^^ 
in den tweeden factor ?an iederen term komt de leAer o niet 
Toor, en men kal dnt, wanneer die factoren herleid kannen worden, 
tot die herleiding geraken, door nit de vergelijkingen (1), (2)^ (S)^ 
(4), (5) en (6) deze letter te elimineren. Ab men fooreerst nit 
(6) en (6) beortelingt o en c' elimineert, loo vindt men 

Coê. a Om. b' — Coê. a' Caa.b Cos. g* Cos. b — Cas.a Coa. b" 

Co», c» ~ Cöalê' ~ 

_ Coê. a' Cos. y — Cm. a^ Coa, V 
~ Caa^Q ' 

waardoor de gezegde feustor herleid kan worden tot 

Caa.aCoa.b'^Caa.a'Coa.b f {^Cm^P-V CjH.a)Coa.c^^ 

—• ^p^i X<+{MCoa.a — afCoa.r)Cóa.o'\. 

{+(sCoa.y—%Caa.p)Cca.c] 
Sobttitoeert men verdec de waaiden, van Coa. o en Coa. e' nit (6) 
en (6) in (3)., dan komt er na herleiding 
Coa.*^({Coa.aCóa.b'-Coa,a'Coa.by'h{Co8M'Coa.b'^CM^^ 
+{Coa.a'Coa.b^Coa.a CoaJby } = {Coa.a(loa.V—Coa. a'Coaiy , 
en ab men het eerste lid ontwikkelt, dan zal men op (1), (2) en 
(4) lettende, bevinden, dat de factor van Coa.* o' gelqk 1 b^ 
loodat men heeft 

Coa,* c' = {Coa. a Coa. V — Coa. a' Coa. *)• , 
in vooreertt 

Coa. a Coa. V — Coa. a' Coa. b 



Coa. e' 
D 



= ±1, 
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yfBuiffOf de nildroLking voor het nieirwe moment sonde vordm. 
±:V^{aCa8.p—yCo$.a)Cai.c' + {8Coim — ^C<m.r)Ca».e''i-^ 

^fcmt men e<;hter ia aanmerking dat rij ▼oot c' = O en c' = c = 009 
wederpm het oorspronkeUjke mpment moet ppleveren , omdat dexe 
naarden aandaiden dat de as der 2': dezelfde is als die der s, 
^an ziet men dat het bovenste teeken moet genomen worden , en. de 
aom der momenten, ten opzigte der nieawe as» is dan 

Z,P (y Co8.y — % to8. P) Om. e, 
^y omdat hier Cos. c', Co$. c' en Coa. o standvastig zijn, en. 
i«D%ens (A) Tan NO. 2, 

L Cos. o + M Coê. c' + N Coê. c\ 
Deze nitk(»m8t leert daS| dat het moment tei^ opzigte van eene 
Iqn gelijk U aan de som der producten van de QB9menten^y ten 
opzigte yan dpe i^hoeb'ge assen , vermenigyoldigd elk B;iet den 
oosimis van dfn hoel^» cJieQ deze Hjn met de assen van die ny)men-; 
fifSï maakt. 

Noemt men de momepten ^ ten opzigte d^r s' ^ y' en s'aMen 
^'1 H' en N', dan zal men hcbbep^ 

L'==:L Cos. a + UCa8.Q* + H Coa.a') 
W = LCo$.b + MCoê.b' + 1iCos.b'\ . . . (B) 
N' = L Cos. o + M Caa. c' + N Ces.c") 
^ omgekeerd I 

= L'Ci»s.ö + M'(7os.A+N'Cos.o] 

• -...{B') 

4* Dooi: de som der vierkantp van de beide leden te nemen ^ 
vindt men nit (B) en oit (8% lettende op de vergelijkingen (1) tot 
(12) vanN^S, 

L» + M> H- N> — L'« + M'« + N'S. 
de som der vierkanten van de momenten, f en opzigte van drie 
regthoekige assen, is dus voor alle stelsels, die denzelfden oorsprong 
hebben I eene standvastige grootheid , die gevonden wordt door de 
^m van die vierkanten voor een dezer stelsels te berekenen ^ steil 
men ali^oo. 

L« + M». + N% = GS 
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^ kan cfe Terg^king 

dienen om de as te bepalen , waarToor de som der mooienten eea- 
MOffMmnn hl want stellende dat dit de js'as xij » dan heeft meiv 
' -y N'« = G» — (V' + M'*), 

fn dns zal deze waarde een mazimnm zijn , als die «'as zoodanig 
genomen wordt, dat men beeft L'» + M'* = O , waartoe nood- 
zakelijk tereischt wordt L' = O en M' = ttj de ^ei^ql^kingen. 
(C) gevoDLi xoor deze waarden , 

L 5= N* €o$i o — G Co8. o, 

M = N' Cos. c'=G Coa. c\ 

N = N' Coa. é'— G öw. c'j 
dos Toor de hoeken die de as van het momenê-nuunmuin mei de 
oorspronkelijke assen maakt 

{7os. c = -, Cos, o* = ^, Coa. c* = ^. 

Met behulp Tan de leerwijze der maxima en minima , verkrijgt 
men dezeltie nitkomsten ; om de^e leerwijze toe te passen moet 
Qaen de nitdmkking 

L (7oa. c + M Coa. c' + N Coa. c% 
die in het algemeen het moment voorstelt, ten opzigte yap eéne as, 
die hoeken e, o^'en e* met de coördinafen-assen maakt, beschonwen 
als eene fonctie van die drie veranderl^ke grootheden, waarvan et 
^ter slechts twee onafhankelijk z^n , omdat men nog heeft 
Caa.^ e + Coa.* c'- + Coa.^ c' = 1. 
Vien veArijgt dan, door de fanctie en deze vergelijking te diflfe« 
rentiërei) en het difi^ntiaal-qnotiënt der eerste gelijk nnl'te stellen^ 

L Sin. c}f.q + M Sin. c' i.c' + N Sin. c» g.c' = 0, 
Coa. e Sin. o i.c + Coa. c' Sin. o' ll.o' + Coa. c* Sin. o' Sf.o" = O; 
en hiemit ll.e' eliminerend^ 
5m.c {L<7(wx'^N^ot.o} 2f .c+5m.c' {MC^^ 

De ooëfiiciënten van i.e en i.c* gelijk nul stellende, zoo gevfii 
alleen de vergelijkingen 

LCoa.c' — ^Cofl.o^^O en M<7cw,o' — N<7os.c' = q 
bestaanbare waarden foor de hoeken : men heeft dan 

Coa. o = - Coa. o", Coa. c' = r;: Coa. e', 
H N 

D 5 
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marait 'tolgt 



_ L 

*^'"-'' = K(L«+M«+H»)' 
en teTens volgt hieruit iroor het mazimom 

Wanneer men dus, van den oorsprong af, op elk der ooOrdinaten- 
assen staUen nitiet , oTenredig aan de momenten, tenopagte iran élk 
▼an die assen, en naar de positieve of n^tiete zijde, naarmate die 
momenten positief of negatief rijn, dan zal de diagonaal tan het 
prallelopipedam , dat deze afstanden tot ribben heeft, ^ ngting 
der as rijn waarvoor het moment een maximum is; tevens zal deze 
diagonaal de grootte van dit moment voorstellen, terwijl hetzelve 
in de poritieve rigting tracht te draaien, als mea die beweging 
nit het einde dier diagonaal beschouwl« 

5« Het moment, ten oprigte van eemge as, die met de 
ooordinaten-assen hoeLen f,qtar maakt, is dus 
L Caa. p + VL Cos. 9 + N C08. r, 

of 0[^C08.p+ ^Co8.q + ^Caa.r^ 

z:zG[Caê.eCo8.p + €oê*c'Coê.q + Co8.c''Cat.r}f 

dat is, den hoek tosschen deze as en die van het moment-maximun^ 
^bor ^ voorstellende, 

G Ca$. 0. 
De momenten, ten oprigte van assen, die denzelfikn hoek raa" 
ken met de as van het moment-maiimum , z^n dus even groot^ 
wanneer men alzoo deze laatste as beschouwt oJs de gemeenschap 
pelijke as van een oneindig aantal regte kegelvlakken, die aUen 
den oorsprong tot top hebben, dan rijn de momenten dezelfde 
voor alle beschrijvende lijnen, die tot hetzelfde k^lvlak behooren, 
en deze momenten veranderen van het eene kegelvlak tot het sa* 
dere, in dezelfde reden als de cosinussen der halve tophoeken. 
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▼ AN»ftlJ8VKACIrBV« 8» 

Voor eene at, loodregt op die van bet inomeiit«maiimamy ia 
hek moment = (6 Cos. 4)= 6 Co9. iw = 0. 

6. Om liet moment te bepalen , ten opcigte van eene as» die 
niet door den oorsprong gaat, stellen vi§ de eoëidinaten van eenig 
pont dier as d^i, *yi en jsn en brengen vooreerst door dit pont 
drie aasen • evenwijdig aan de eoördinaten^assen) om dan de mo** 
menten^ ten optigte van die assoi, te verkrijgen , beboeft men 
alleen in L, H en N de coördinaten der aangrgpingspanten met 
^t> Vè ^^ *i te verminderen; bierdoor verkrijgt men, alt men 
de gezegde momenten door L^ , Mj en N^ voorstelt ,, 

L,=i:,P{(y— 3r,>(7ot.y— (a— s,)öw.p} 
= SjP{yCiw.y— sCot.13} — y,i:.PCiw,y+#iS.PCbt.p» 

M, = S.P{(« — 5 j) Cw. tf — (ar — ar,) Cas^ y} 
== S*P {«Cm.*— arCw.y}— jt^r.P C5w.« + iFj SJ? Cöt.y^ 

N,=2.P{(*— a?,)Cot.j3 — (y — yi)<^<»-«} 
= SJP {sCa$.fi'^f€o8.a) —ar» £.P Cos.fi+y^ S.P Cos.ct^ 

Haar S.P Cos. », S.P Cot. 0, S.V Co9^ y zijn de sommea 
der zamenstellende kracbten^ die men verkrijgt door iedere kracbt 
in drie andere evenwijdig aan de oo&rdinaten-assen te ontbinden; 
als men deze sommen (zoo als gewoonlijk) door X, Y en Z voor« 
stelt y dan beeft men: 

L, = L — y,Z + «,Y,| 

N, z= N — :r J + y,xJ 
waaroit men vooreerst ziet: 

1^ dat L,y H| en N, standvastig en gelijk aan L, M m N 
bKjven^ voor elk pont der mtmte, als men beeftX=0, T=:0,Z?=0, 
dat iS| als de kracbten van bet stelsel berleid kannen worden tol 
gelijke docb tegengestelde en evenwijdige kracbten. 

2^. dat L|| M| en N| standvastig en gel^k aan L, M en N 
zullen blijven, voor alle pnnten der roimte, die voldoen aan di9- 
vergdïjkingen 

y, Z-s, Y = 0, 
«j X — ar, Z = O, 
ar, Y - y, X = 0; 
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èt derde deser Yei^eUjUogeB is van de twee overigen afkankdcjk, 
en Uaarblijkelijl behooten zij tot de resultante van drie krachleo 

X=xX.PCm.«, Y=:2Jfiw,p, Z = 2.PC(M,y, 
ferigt volgens de drie ooordioaten-assen. 

Het momentHqiaxininm en de dgting van de^^^ft as. verandefCB 
diia niet als men den oorsprong over de rigting van die lesaltanto 
verplaatst. Ea 

3^. dat Lj , Mj en Nj dezelfde vraarden zidlen veckrqgea voor 
•Ue punten die voldoen aan 

yiZ — 2iY = C(oD8tant)^ 
«,X - ^j? == C^, 
s J - y.X = C, , 
vrïiarineen der stand vastigen van de twee overigen afbanket^k is. Ke 
vergelijkingen wijzen dan eene.r^te 1^ aan, evenwijdig met de 
gezegde resultante , zoodat de momentep-maxima eene zelfde waarde, 
en evenwijdige assen zullen hebben , voor al de als oorsprong 
gekozene pekten eener lijn , evenwijdig aan die resultante. 

7* Verder vindt men, uit de veigelijkingen (C)^ voor b^ nu>» 
ment-maximum 

(t-y,Z+0,T)«+(M— ;5,X+*jZ)«+(N — »ir+y,X}S 
de termen tosschcn de haakjes zullen , wanneer s^ , y^ en Sj^ 
steeds aangroeijen , van den positieven tot den negatievien toestand » 
of omgekeerd kunnen overgaan, uithoofde van het negatieve t^en 
dat zij bevallen; zij z^yllen dus, wat bmuie getallenwaarden aan- 
gaat , eerst kpnnei^ aan^groeijen ei) daarna aftiemen, of omgekeerd; 
daar G} uit de som van hwpne vierkaivten bestaat, zal er voor G] 
wei een minimom maar geen maximum kunnen zijn» O91 dat 
mii^imvm.te vinden, stelle men de di£Perentiaa1-qnotienten vanGJ, 
ten opzigte vpn elk der onafhankelijke veranderlijken (^t{ y t^ '1)1 
eUc in liet bijzonder gelijk nul , waardoor men verkrijgt 

(M — «iX + ariZ)Z — (N — a?,Y + ytX)Y = OA 
^(ï.^yiZ+«,ï)Z+(N-driY + y^X)X = a>}.(D) 

(l4-yiZ + s,Y)Y-(M-*iX + ^,Z)X = 0j 
voor de vergelijkingen, waaruit de coördinaten ^^i^yiensi ge* 
vonden worden van het. punt, waarin men den oorsprong moet over- 
brengen , opdat het moment-ma^imum , voor de as die door dit 
punt gaat, een mtniffftfm. 4j*. Maar de derde dezer vergelijkingen 
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is vA de twee overige afhankel^k ; want TermenigvóUigt men de 
lo met X, de 2« vaei T en de 3e niet Z, dan geeft de «ooi 
der prodacten eepe identiteit; zij behooren dos tot eene itgte lijoj 
en Toor elk pont dezer lijn zal het moment^maximnm, onder al de 
momentén-maiima voor de verschillende ponten der mimte^ een mi- 
nimam z^d, dat voor elk pont der lijn dezelfde waarde zal hebben. Hier- 
uit kan men iDgevoIgle de derde aanmerking in N^. 6 reeds opmaken, dat 
deze fijn evenwijdig zal zijn aan de aldaar aangewezen nsoltante; 
Waarvan de grootte R. bepaald is door R' == X* + T^ +^*'t 
maar men zal dit ook vinden, als men de vergel^kiogen (D) verder 
herleid; de derde geeft na verschikking van hare termen 

of «,(R*— Z»)— yjTZ-.a?iXZ + rL~XM = 0, 

dat ift «tR*=:?Z(4?iX+ytYH-«aZ)+XM — TL^ 

en zoo geven de beide overigen * ' 

y,R» = T.(«,X + y,T + «iZ)H.ZL — XN, 

ar,R* = X(jr,X + yiY + jziZ) + TN— ZM; 

tiieroit vindt men door beortelijks (j?t^ + yi^ + 'i^) tbsschetf 

twee derzelve te eliittineeren , 

XL + YM4-ZN ^ 
L-yiZ + ^J=— 3^X±^X, 

¥oor de herleide vergelijkingen der bedoelde lijn. 

Hen kan dezelve onder de volgende vormen brengen : 

X ~ Z "^ ' X ~ Y "^ ' f ~ Z "*" ^ 

als /y m en ft de som der standvastige termen in elke veigelijk^ 
voorstellen; vergeldt men haar nn met de vergel^kiixgen van 
«ene l^n, die hoeken. p, g en r met. de assen maakt, en die 
geschreven kotinen ^worden als volgt, 

^t _ 't i ^t _ yf_ .^ »i _ *i I ^ 
Cos,p Cw.r'^ ' Coê.p Ca9.q ' Co8.q Cotit f 

dan heeft men 

Cöê. pi Coê. qiCos. r= X: Y: Z, 
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«O doiy ab k eenen oobeleiidlBii sUmdtastigen fiMstor voontdt^ 

Om. p = AX, <7a9i ^ r= iY, CW. r =r AZ, 
«aafnit Tdgt 

A«GL*H-T» + Z*)=l,of AR« = l,dw 4 = 1, 

X Y Z 

en Cm. p =: |., Cbf. g = -, Cos. r^ p 

de hoekea p, 9 en r z^ dus doelfii^ «k die welke de resoltaiif^ 
net de aisen maakt,, waarjoit blijkt dat de gezegde l^n eTenwijdig 
ia aan de leaoltante. 

Ak men eerder het kleinste onder de mementen-maxima door 
K Toontdt^ dan Tiodt men met beholp ^an de vergd^kingen (E) , 
omdat 

K»=(L-y,Z+5,Y)»+(M-«,X+^,Z)«+(N-s,Y+y,X)» 
kp iroor hetzelve 

V ^ XL-h YM + ZN 

pk de hoeken die deazélft aa met de anen maakt, zqn bepaald door 
Ca9. «1 — Y — ^ — g. 

Y Z 

Coê. Pi = 1^, C08. ^1 = -; 

den BS ia dns eveneens erenwijdig aan de 4resaltanté, zoodat nit 
dit alles volgt, dat de lijn, die de ponten bevat, waarvoor de 
momenten-maxima het kleinste zijn, tevens de gemeenschappelgke 
«s dezer momenten is. 

Deze as, hierdoor op zulk eene merkwaardige w^ze van de ove^ 
rige die haar omringen onderscheiden, wordt door foihsot ceiiffwfe 
os dermomenten genoemd, en deze benaming zal nog meer ge* 
wetUgd worden, als wij de verdere eigenschappen van die as on* 
denoeken* 

8. Daartoe beschonwen w^ dezelve als as der x van een nieuw 
tegtfaoekig stelsel; omdat zg evenwijdig is aan de resnItante,heBft 
men in dit geval voor de zamenstellenden der resultante 

X = 0, Y = O, Z = R, 
ien omdat de hoeken, die de. as van het moment<naximam nn 
met de assen maakt, zijn 

c = 90°, c' = 00*^ en c' = O, 
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▼ iHP&IISTRAOBR. 68 

'ü iw»,(ae »•. 4 en IP. 6) 

L = O, M = O, N = G = K. 

Zoekt men nn het memeDt-^maxiinaai ?oor eenige as^ gaande 
door een pont, waarran a, b en c de coördinaten zijn, dan heeft 
men vooreerst oit (C)'^N^. O, Toor de aangewezene waarden, 
Li = — iZ = — bK, 
Hl = + aZ = + aR, 

Nj =■» =K, - " 

waarmede men Toor dat moment vindt 

G} = |/^(LJ + MÏ + NJ) = K» +{a* +A»)R» ; 
iietzelve is das onafhankelijk van de ordinaat c, dat is., stand- 
vastig voor aUe pnnten van eene I^n^ die evenwijdig loopt aan 
de as der jR, en alleen, afhankelijk van den abUnd y'{i^*,+ b^) 
deser lijn tot aan die as. 

Neemt men dos a^ + b* :zz p* standvastig , dan zal voor 
elk pont van het regte cilindervlak , waarvan de as der s de as 
en p = y^a* + b*) de straal is, het maximnm^moment d«r 
zelfde waarde hebben. 

Dos ia de üjn, die* men centraie as der momentai genoemd 
heeft, de gemeenschappelijke as van een oneindig aantal regte 
cirkelvomiige^cilindervlakken, zoodanig, dat voor alle ponten op 
hetzelfde cilindervlak gelegen, dé momenten«mazïma even groot 
zign, en dat dezelve kleiner worden naarmate de stralen der cl- 
linders afioiemen , terw^I zi) een minimam zijn voor de as zelve. 

Neemt men een pont op een der cilindervlakken , waarvan 
p = l/^(a' -f- b^) de straal is, dan heeft men voor de hoeken, 
de de as vas 'het mèmentrmaximam, gaande door dit pont, met 
de assen maakt I 

<7as.c = f -i )=:? ^ — i -, 

K^t/ y{K*+(a*+b*)j{*y 

^"^"^ - VG;y-^Hit*+(«*+^*)R*)' 

voor dezelfde waarden van a en /& njn deze hoeken standipastig'i 
■oodift de assen der moinentenHnasima , gaande door de verschil* 
lende pnnlea van eedge beschrijvende lijn op een cilindervlak^ 
«ttderliög evenwijdig en dos in één plat vlak gelegen z^n^ 
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Tocht de irergd^king van een deier anen heeft men ^bHi Jt 
\en 'c de coördinaten aijn iran het pont óp het cilindervlak, 

'-- = ^o,.e-t"-^) = -T(*-">^ 

t?0^. « , .V * , -. 

lils men uit deze Tergelijlüigen , met behulp Tan a^ +^^ = P^w 
a en & terdrijft , dan zal men eene Tergelijkiog Terkrijgen tosscheii 
jp, y en ^1 dfife tot allé asaen behoort, welke door de Terschit- 
lende pnnten van etenen eirkelomtrék ^n, ifieas vtak loodregi is 
op de centrale al der momenten ^ of evenwijdig aan het iyvlak» eii 
die doi de vergelijking zal zijn van het oppervlak dai door deze 
iassen gevormd wordt. 

Telt men daartoe de vierkanten van de twee eerSite vergelijkingen 
bij elkander, dan heeA men 

. (,_«)«+(,-6)»=(«» + i«)|l(,--c)S 

bf in aanmerking nemende dat a^ + i^ ^ p^ i$ en dat nit do 
derde vergelijking volgt as + bjf = p^ 

iF« w? R* . 

welke vergd^king eene omwentelingahyperbolotde ianwijsti ioorl* 
gebragt door de hyperhool , waarvan p de bestaanbare aa ia, om dt 

K 

onbestaanbare - te doen rondwentelen; 
R 

Wanneer c ferandert, dat ia, wanneer inen den cirkel over bel 
GÜindervlak efenwigdig aan zichzelf en verplaatst, blijven de omweii- 
telingshyperboloïden gelijk en gelijkvormig, maar zij worden mei 
dien cirkel verplaatst, zoodanig dat deze altijd de keel dier opper- 
vlakken bl^ft. 

0. By de meelkonstige beschoowing van de bijzoadedbèdat 
omtrent de momenten , veronderstellen wij dat de theorie ^er kop- 
pels bekend zij ; men vindt dezelve breedvoerig ontwikkeld in dë 
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JBUmmtê dê SMtqucp par u ronisoT en in dt Sktiem nn dcA 
fleer J. v. dblfiat. 

Wanneer eeni^ krachten op een xamentlel ^an ponten weiken» 
dan worden zij herleid tot drie krachten X, T en Z, folgens 
lekere aangenomen coordinatenH»aen , en tot drie koppels loodregt 
<ap elk dezer anen; ia ]>• v. P eene kracht^ waarvan s^ y en s 
de coördinaten fan het aangrijpingtpont en «i ^ cd y de hodna 
i^n, die 'zij met de aisen maakt ^ dan zijn 

P (y Cm. y — « Coa. P), 

P (s Co$. a — m Co9. y), 

V {39 Coê. fi ^ y Cos. «) 
de drie koppds, loodregt op de aasen, die deze kradit opletert^ 
€n de aom fan d de koppelt , loodregt op de aa der s, u dna 

L = S.P (y Cw. y — « Co$. fi), 
zijnde dit dezelfde nitdrnkking als die p welke gcfonden i$ foor 
het moment fan die krachten, ten opzigte van deze as. 

Bij de camenstdling der koppds folgt men denzelfien weg als 
bij de zamenstelling der krachten , stellende daartoe de koppda 
foor, door aan dezelve evenredige lijnen » waarvan de rigtingen 
loodregt zqn op de vlakken der koppels, en zoodanig, dat z^ nil 
het uiteinde dezer lijnen beschoawd zijnde, allen in dezelfde rif* 
ting trachten te draaijen. Deze lijnen, wier rigtingen overeen* 
komen met de rigthigen van de assen der momenten, noemt men 
de assen dezer koppels en op deze assm wordt nn de theorie fan 
de zamenstelling der krachten toegepast. 

10. Wil men na het moment bepalen voor eenige as, die 
door den oorsprong fan de co5rdinsten«sassen gaat, dan zoekt men 
de som der koppels loodregt op die as, door eerst de koppeb 
loodregt op de coördinaten-assen te bepalen, deze lot een resolt«» 
rend koppel Ie herleiden, en dit dan wederom te ontbinden in een 
liopf«a , loodregt op de gegevene as , en in een koppel , waarvan 
bet vlak door die as gaat« Als men van den oorq>rQng af op do 
coördinaten-assen stokken uitzet, evenredig aan da grootheden Lp 
M en N, en in zulk eene rigtiog, dat de koppels , in den oor» 
sprong gesteld en nit het niteinde dezer Ignen beschoawd, in de* 
aellde rigtingen trachten te draaijen, dan geeft de diagonaal van 
het parallelopipedom, dat deze lijnen tot ribben heeft, de rigting 
der as en de grootte van het resolterend koppel, tn dit koppel 
n« Dku, IP Stve. e 
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iom t Of enen met het moment-mttiomni 6 = |/(L' -f- M^ + N* ) ; 
ontbindt men hetzelve in een koppel , loodregt op eene I^n, die 
eenen hoek $ met deuelft as maakt, tn in een koppel, fKaarvan 
het vjak door die as gaat, dan ia het eeratgenoemde gelgk aan 
G Cosi, 8 en onafhankelyk van de ngting van deazelf» aa, woo 
Jang 6 sfandvaatig blijft. Noemt men de hoeken, die de aa van 
ket koppel 6 met de aasen maakt, o, o' en e% aoodat men keeft 

Coê. c = g» Co», c' = - , Cos. o» = -, 

en die, welke de gegevene Ign met de assen maakt, p, g en r, 
dan is Co8. 6 = Cos. o Cos. p + Cos. c' Coê. q + Cos. c' Cos. r, 
das 6 eaê.t:=zGCoê.cCos.p+GCo8.o*Cas.q+GCa9.o'Co9.r, 
of G Cos. < = L Cos./> + M Cos.9 + N Cos.r; 

dit komt overeen met het in n^« 3 en n^. 5 gevondene. 

11« Wil men verder het moment-maximam en deszelfs aa be- 
palen voor een willekeorig gegeven pont , dan brengt men de re- 
saltante van het stelsel, R = y{\^^Y*+Z*), in het gegeven 
pnnt over, door aldaar twee gelijke doch tegengestelde krachten 
aan te brengen; er ontstaat dan een nienw koppel, waarvan de 
resaltante de kracht, en de afstand, waarop men haar verplaatst 
heeft, de arm is; dit koppel met het reeds bestaande zamenstel- 
lende, verkrijgt men h^t resnlterend koppel, overeenkomende met 
het moment-maximom voor dat pnnt, en dé door het bedoelde 
pont gaande as van het koppel is tevens de rigting der as van het 
moment* 

Als men heeft X = O, T = O, Z = O, dan is ook R = O 
en dos het bij te voegen koppel nnl, omdat desfdft krachten 
gelijk nol sgn. Is R niet gelijk nnl p maar verplaatst men den 
oorsprong op de rigting van R, dan ia het bijgevoegde koppel nol, 
omdat deszelfii arm verdwgnt; in deze gevallen yeran^rt het 
tooment-maximom niet, zoo ala ook in n®. 6 a%eleid ia mt de 
vergelijkingen (C). Ook volgt hieruit, dat het nieawe koppel of 
het moment-mazimnm hetzelfde blijft vooralle ponten, die gd^gen 
i^n op eene lijn evenwijdig aan de resultante. 

12. Veronderstel nn dat AG (Flg. 14) de grootte en de rigting 
der as z^ van het resulterend koppel, zoodanig, dat dit uit 6 
beschouwd wordende, in de positieve rigting draait, en zij AR de 
rigting en grootte der resultante R ; door dezelve in het pnnt B| 
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tt 'm ceoig put der I^a CD dkor B^ ewiip^i|f an liiM ttglftig 
geffokkeii, over te braogéBy moet men ket koppel ft ismenttelleii 
net dat, waanran H de' knnht en AE looAq^ op AR en CD de 
• êrm ie; brengt men daertoe door AE een ^lak EAF loedregt op 
AR of op het vlok RAEC veti bét koppel (R, AB), en trekt men 
in dit iUk, AF loodr^ t>p AE^ den is AF de rigfing der at wi 
bet laatste koppd, nfaamm de grboMe nitgedinkt >»ordt door 
AE X R^ bedcidt men iw ook het koppel 6 tot de kracht R| 
waardoor AG gd^k aan den ( arm Tan dit koppel wordt ^ d«n kinf 
men, om de grootte van het koppel (R^AIQ twé to stdlttl ,ÏIF=s AB 
nemen; en voltooit men dan het parsllelogranl op AG en AF^ao» 
is de diagonaal AH , voor dk'pmit van CD, de gfoott» van bet 
moment-maiimnm; terwijl AH tevens evenwijdig aan de as en go* 
lijk aan den arm van dat moment-maximoin is* 

Laat men AF standvastige dat is, verplaatst men de resoftanti^ 
op denzeilden «(fttind 'evenwijdig aan tich selvoi dan al AH des 
t« kleiner worden, naarmate 2- ^^ grooter is; laat men bet 
vlak RAEC om RA rondwenteleni dan zal AF, steeds loodregt op 
dit vlak blijvende, 'eenen dikel doorloopen, en £j6kff aal het 
grootste s^n.als AF op AF', dat is, op -bet verlengde der prof^eUe* 
Ai van Afi op het vlak EAF^valtj wmt datris/^ÜAI Asboéèdieil 
A6 met dit vlak maakt en dos het minimnm ven /.GAF , terw^l 
daardoor /.GAF =180<^ ~ Ifiil het maximom van /.GAF wordt 

AE is in den stand AE' loedregt op AI en op bet ihk 
Tan AR en AG gekomen; wanneer men t^wö db resoHante op 
plijke afstanden maar in wUlekenrige rigtitogen AE' veiplaatst, 
dan aal na die verplaatsing het resalterend koppel' of het moment* 
maximnm beft klemsln s^n, air die rigtlnf A£' loodvfigt'is'ophel 
vlak .van^de resultante en van do as van het reeds bestaande re« 
•oltoRnd koppd. 

Jfeemt men wn AF' = AF, trekt taÉetinit G mmo lifn «rem 
wqdifaan: AF' en dtF' de % B'£ (s«edw^g «iio AG, dfen is 
AiL de gTDOtlè van dit kleinste maiinnnrett van dêsedfii'ami, voorden* 
ariidcn afttand AE'; voor allo >aardeii van AF' a AB' Mijft dé 
evenwgdif» Ign door G getnAktn deadMo, dleen verfriaürt ddi 
Fl; men lal dos AF' zoodanig konnen Ueieni dat bet pont K 
op de rigüng AR valt; trekkende daartoe eenvoudig; nit bet sng* 
pnnt L de lijft UI evenwgdjg' aan AG, daa is AM die waaide 

E 2 
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AF'; oi du it AL d« gtviotta van het kleinste mazimnm, nanoe-' 
1^, AL i$ de lengte nu den ann en R de Iraeht van hetzelve^ 
maar AL, de korlate afttand xqnde tan A töt GK, ia doa tevene 
het aninimnm onder al de Ueinate nuaima , en men behoeft nu - 
tieditt, op de lijn AE', AN :^ AH te nemen^ om het pont N ie 
bepalen, waardoor de reanllante ferplaattt moet worden* 
. 13. Hen ▼eikrijgt alaoo het kleinste resnlterend koppel , OTer- 
eenkomende met het moment-maximam-minimmn ^ als men do 
resal tante loodanig ^eq[daat8t| dat na die verplaatsing de as van 
bet koppel op de ngting der resnlfante valt, o^ dat de resoltante 
loodregt staat op het vlak van het koppel. 
• Den hoek tnssdien AR en AG noemende» heeft men 
^ . XL+YHH-ZN 

^^•* = Rfi * 

en in de fignur is AL =: AG Coê. 4^ , 

óf Al^aoo als in de vooijgaande beschonwingen door K voonteilende» 

K = G Coê. 0, 

^_ w XL + YH -h ZN 
dat IS K = j 

veider is AG*:i=AL«+AH* oi G>z=:K*+p>R«, . . . (A) 
wattoit voor /> =: AN of den a&tand, waanqp de resnltante ve^ 
phuitst moeten wordeui volgt, 

/G* £*\ 

hetgeenovereenstemmenialmethetinn^. 12 gevonden^ indien mco 

6 K 

opmerkt dat £- en - de lengten van de armen der koppels G 
R R 

en K voorstellen « als sg tot de kraeht R zijn herleid. 
. De resoltante is nu door N gebragt, en voor elk pont der lijn 
door dit pont evenwijdig aan hare rigting getrokken , is het resul- 
terend, koppel ee» volstrekt minimam, waarvan K de waarde is. 

De veigelijking (A) toont bij omkeering aan, dat , wanneer men 
na de resoltante nit N wederom naar eenig ander pont A verplaatst» 
het resnlterend koppel na die verplaataing alleen afhankd^k is van 
p of van den .a&tand waarop R wordt verplaatst, en onafbankelqk 

van de rigting waarin dit geschiedt; terwijl Cos. =; paanw^st^ 

dat deszdfs as steeds dentclMea hoek met de resnltante zal maken« 
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Voor êlle piinten, die op een regt cirkehonnig ciliDderrlak ge- 
legen zijn, waarvan de lijn door N evenwijdig aan de resultante 
getrokken , de as is» zullen de resulterende koppeb of de moqdentien- 
maxima even groot zijnj voor de punten ^ die op eene zelfde be- 
achrijvende lijn van den cilinder gelegeii zijn^ loopen hunne asten 
evenwijdig en vormen alzoo een plat vlak , en voor de punten , 
gelegen op eene zelfde loodregte of oirkelwrmige doorsnede, maken 
zij denzelfden hoek met de as vaa den dlioder en voimeii dus 
hunne rigti^gen eene omwentelingi-hy perboloSde , waarvan.' dé as 
van dep cilinder de omwenteliBgspas is, terwijl de cirkelvormige 
doervKC^e .d^ tpppea der hyperbolen bevat. 

Deze eigenschappen der as, waarvoor het^ momenHnaiiuum eeil 
minimom is, hebben aan poiHSOt aanleiding gegeven om dezelve 
centrale as der momenten te iMemcn. De vergclijkiDg van Fig. 14 
met Fig. 15 zal '^ de oorzaak der b^zondere eigenschap van dJ9 
centrale as der 'momenten nog meer ophelderen; zij AL (Fig. 15) 
die as en tevens de rigting der resnllanle^ dusjoodregl-op het vlak 
PQi van het koppel; aU men h nil A in E overbrenf^t, dan is AF 
loodregt op^AË de ^. van. het nieuw ontstaande kop^l/ en door^c» 
regthoek pp AF en AL te voltooijen^ zal men de as van het re- 
sulterend koppel ' vindei^y voor. elk pont dee lijn uit E evenwijdig 
aan AL getrokkei^j maar laat men au het vlak LAE rondwentelgi 
om AL', dan Uijfl d^ regthoek sfeeds dezelfda, dos ook de grootte 
^ de rigting van deszelfk diagonaal i hetgeen in Eig. 1^ met l^ol 
£)|r^^rain 6AF{I| als men hiev.ook hel vla^^.van .h6tvk«p|Nl 
om de resultante doet om wentelen ^ niet plaatft ksn.hQbbui, om^ 
dat de hoek GAF ieder oogeol^ik. verandert.. , 

14« Om lyu verdea, nqg eens v^alytisek de^ rigtldg der centrale 
uu uit het gevondene.!^ bepalen.» eo ^daardoor d(9 oyeieenfflemnlioi^ 
met de voorafgaande analytische beschouwingen aan H ttaoüea^ 
stellen wi}^ ten opzigte van. het. coördipatenit^lscl ^ whhcv^iq, A 
^Plg; '1^* de oorsprong is, de coöcdiuatcn van. het punt N 'Voor 
door a, b en.c, dan is j .: : i- 'i 

AN»-=o.* +.4> +«* ::^p*k • 
de hoeken f die p of AN met de assen maakt, m, v en io^ die van 
ARr met> de assen ^^ fi èn y, en die vah A6 met de ^siten. f^ 
m en • noemende, heeft men vooreerst: 

E «, •' • 
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abc 
Cöê. « = -, Coê. • = - , Coê. 10 = -, 
P f -P 

X Y Z 

Cw. I =:77f Cos. •»=:-, C/m. « = — t 
G u u 

io ottdat p loodr^t it op AR en AG, 
C09. M Co$, « + £W. « Coê. fi + Coê. w Coê. r = Of 
Co9. » £!p«. / + Ct»^ « Cb^-m + ^m. te? C^». « = O, 

«r «K 4^ AY + cZ = o, . . . . . . (1) 

aL + £M + cN = o, (2) 

iBnr^ meii a0( mt (A) van n^. 13 heeft, 

P -— rT--' 

G* K» 

of a« + A» -t- o« = !ï-_f_, . . . . . (3) 

do^ da fergel^kingeo (1)» (2) en (S) zqn alsoo de eoöfdinaten 
1M .^eo poot der centrale as bekend , en deie l^n eyenirqdig 
bopenda aan de reenUaote, aoo zijn liare TeinelijkiBgan 

— • ..« y — ^ « — c 

Coê. a ~ CÖêTJ ~ Coê.y* 
c * — o y — * a — <7 ,.. 

^ —X- = S^ = -z-' ^^> 

wij anllen bieroït die vergelijkingen herleiden tot den Torm waar- 

aoideff zij in n^ 7 Toorkomen. Door a en & nit (1) en (2) te 

climineefeo, heeft men 

a (XM r- YL) + o (ZM — YN) = O, 
5 (XM — YL) + c (XN ~ ZL) = O, 

en hierait de waaiden yan a en & in (3) oyerbrengeudei iomt er 



d» {(XM.YL)»+(XN.ZL)>+(ZM.YN)*}=^^(XM^YL)% . .(5> 



maar men heeft 



G*-K« = (L.+M«+N«,-Sïl±^L±»!)l 

B«(L«-mHN»)-(X'LHY*M*-fZ»WH2XTIM+2XZLl»>f2TZMH) 

R» 

L«(Y«4-Z»>4-M*(X«+Z*)4-W«(1«4Y«>2(XYLM+XZLW+YZMW) 
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of G' ti- C^M-y^'+CXN-ZLj'+^ai-YN)» 

waardoor (5) verandert in 

_ (XM - YL)' 

R» * 

XM — YL 
dm c = ± g5 , 

^ ZL — XN 

*=± ft. . 

. YN — ZM 

a = ± ft, ? 

om na hier te bepalen welk teeken men moei kiezen f merken 
wij op dat de hoek, toaschen de asaei^Tan het ooraprookeiyk kop* 
pel en Tan het door de Terplaafain^ ontstaande koppel {pR), iQ 
alle geTallen stomp dient te zijn, want de as van het resaltcrend 
koppel op R moetende vallen , dient R binnen dien hoek ^egen 
te zijn, terwijl bovendien R loodregt is op de as van pK, 

Neemt men na in aanmerking | dat, na de verplaatsing der xe^ 
soltante de zamenstellende koppels van het koppel pR terog ge- 
vonden zullen worden, als men de kracht, die door N (Fig. 14) 
tegengesteld is aan de resultante weder in den oorsprong terog 
brengt, dan vindt men uit de formulen in n^,9 opgegeven, door 
in dezelve te stellen 

P = R, Cw. tf = - |, Ca#. p = - I Ciw.ys=— |,. 

# = a, y c= &, « = o, voor de zamenstellende koppels van pR, 

— {hl — oY), — (cX — aZ) en — (aY — AX), 
en dos voor de cosinussen der hoeken, die de as van jdR met deT 
assen maakt, 

. VL — cY eX — ^ oZ aï — t>\ 

iiR ' ]ïR ' /ir' ^; 

de as van het koppel 6 maakt met de assen hoeken, waarvan de. 

^ .. L M N 

cMiiHttsen zqn . , ^ en ^ , 

doi is de cosinus van den hoek, tusschen beide assen, 

L (i&Z — cï) + M (eX — aZ) + N (aY — AX) , , 

m ' . 

E4 
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« (YN — ZM) + ft (ZL — XN) + c (XM — TL) 
. pKQ ' 

«a hierin de waarden van a, & en c overttrengende, 
_ ± (YN — ZM)» ± (a. — Xjy ± (XM — TL)« 

pR»G ' 

éeae oitdrakking moe^, ooi de eoaSnu». tbik cenen itompen hoek 
te kannen ^n, voor alle waarden der daarin Tooilomcade groot- 
heden, negatief wezen j^ men zal dai, daar d« noemer allijd yorir 
tief ia en de teller nit de positieve of negatieve aom van tweede 
Biagteu begaat, het bovenste teeken van dje termen moeten ne- 
men, dzpo ook mn ai ft en o de bovenste teekens; brengt me» 
dfen deae waarden in de Tergelijkingen f4) over , dan cal- men d» 
derde .i|ei]gel^king na n*. 7 Terkrfe;en , door de herlading laa 
. ' g —- a y — ft 

— ^ — ZM ZL — XN, 

* R» * K» 



X ~ T ' 

l|m|rvop;^ men acbtervolgou^ heeft , 

*»»¥ -1 Y (YN — ZMX= yR»X — I (ZL — XH), 
4» (yX — #1).= X (ZL — XNJ — Y (YN — ZM) 
= X^ + YZM — lï (X« + Y») • 
= Z (XL -f. YM + ZN) — NR»; 

en zpo ook al de eeorte en tweede ^an de vergelijkiogen inn^. 7 
lergg gevonden worden. 

15. Wil men nn de centrale as der momenten voor een ge* 
geven tt^kel van iHraelilen. befMikn , dan lap nen van de. aange- 
wezen vei^lijkingen gebruik maken, daartoe de vereifl|plite groot; 
heden berekenende^ men zal hiervai) een voorbeeld konnen vinden 
in de StaHea. van j. r. i^blpi^t, 5. ^^ ^ $ ^^^p ^ '^^^ 
voor een stelsel van^ kracjiten , welke gel^kmatig over eene schroef- 
lijn verdeeld en wier veranderlijke rigtingen voor elk pnnt bepaald 
zijn , het kleinste kopgel en tevens den stand der resultante be> 
paalt» overeenkomende met de centrale as der momenten ^ wi} 
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Kullen daarom die berekeningen hier niet herhalen, maar hel gtr 
vondene omtrent de momenten in het kort te lamen brengen. 

1^. AU men de (sommen der) momenten , ten opzigte ^an 
drie regthoektge anen berekent , kan men nit dezelve het moment 
bepalen ) len opngte van eenige lijn, die door den oorsprong gaat, 
ndien de hoeken bekend ójn, die deze lijn met de assen maakt. 
)it moment terandert niet als men die as etenwijdig aan haar 
ziWe, en den oorsprong verplaatst op eene lijn evenwijdig aan de 
reioltante; brengt men alzoo een vlak loodregt op hare rigtiug en 
bochouwt men alleen de punten der ruimte in dit vlak gelegen , 
dm zullen de b^nderheden omtrent de momenten, ten opzigte 
▼at assen die door deze punten gaan, gemeen zijn aan aHe pnop- 
ten der Vjnen, die zij beschrijven als men het vlak evenwijdig 
aan zich zelven verplaatst, zoodanig dat de resultante het steeds 
in hetzelfde punt bKjft doorsnijden. 

2^. Onder al de assen, die elkander in eenig pont van het 
vlak snijden, onderscheidt xiefa die, waarvoor de som der momen- 
ten een mazimom is, en voor alle assen die denzdlHen hoek 
maken, met die van het moment-maximnm, zijn de momenten 
gelijk ; de as van het moment-mazimnm is dns de gemeenschap- 
pelijke as Tan een oneindig groot aantal regte cirkelvormige kegel- 
vlakken , zoodanig , dat voor alle beschrijvende lijnen, op hetzelfde 
kc^vlak gelegen, de momenten gelijk zijn , en zij van het eene 
kegelvlak tot het, andere iferandferen in dezelfile reden al| de co- 
sinnssen der Ivijve tophpeken. 

3^. Onder al de assen der momenten-mazjma., foor de ter-, 
schillende punten van het vlak > is wederom die merkwaardig , 
waarvooc het moment-mazimum ^ea minimam. is ; hare rigting is 
loodregt op het vlak of evenwijdig aan de resultante ; zij kan be» 
sckoQwd worden als de gemeenschappelijke as van een oneindig 
groot aantal regte cirkelvormige cilindervlakken , zoodanig, dat 
voor alle ponten van hetzelfiie dlindervlak de momenten-masima 
even groot ^jn; neemt men de ponten in de eirkelvormige door- 
snede van het vl^k met den cilinder., dan vormen deze assen eene 
omWentelings-hyperboliüde met één bbd, wa^rvao de gezegde as 
de omwentelings^^ is. 

• 4^. Verplaatst men na het vlak zoodanig ah awgeweien is, 
evenwijdig aan «ch zelvch , dan bleven vooc al de ponten dec 

E 5 
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lijaen, die door de vertdullende pooten Tan het vlak beaclireYeB 
borden, de momeDten-maxima eveo groot, en hanne aiaen eveii- 
wijdig, zoodat zij in een plat vkk gelegen zijn; maar onder al deze 
assen is das die, welke loodregt op het vlak staat, 4le eenige, die 
standvastig dezelfde blijft, en voor alle assen , die ten opzigte Tan 
haar eenen symetrieken stand hebben, zijn de momenten even groot; 
het is deze as, die men door de benaming van eenimie at, Tan 
de overige heeft onderscheiden. , 

VRAAGSTUK F. 

Een regthoehig paraUdopipedum , wm eene cverai even digte 
êtaf, dr^ft op hetwater; de langste ribben loopen evenw^dig 
mei den foaieÊnpdegel , en de doorsnede^ loodregt^op de kmgsÊ» 
ribben genanten f ie.een vierkanl. Men vraagt: welken mvieed 
het eoortelijk gewigt der etoff waarmt dit paraUélopipeêmn be» 
étaat, moet hebben op den aftindi, vHunin hetaehe dr^en jtd ; 
ten einde daaruit tcelligt de gemaakte^ opmerking te verUa* 
ren, dat eiken balken gewoonUfk met eene platte M^de maar bwen^ 
gekeerd drijven , terw^l dravende dennen balken gewe&nUfk een 
der sckeqm kanien naar boven koeren. 

OPLOSSING. 

1. Wanneer een ligchaam, dat in eene vloeistof dr^ft, nit dès- 
zelü oorspronkelijken stand gebragt en daarna aan zich zelven over- 
gelaten wordt, dan kan men om de beweging van dit ligchaam n& 
te gaan de voortgaande beweging Tan het zwaartepunt beschoowen, 
even als o( de geheele massa van het ligehaam , en de hraehten die 
op hetzelve werken, in dat psnt Tereenigd vraren; en de rond* 
draaijende beweging om eraige as door het zwaartepont getrokken, 
heeftop dezelfde wijze plaatsak of dat pont en die as onverplaats- 
baar waren. 

Als men nu voor eenigen stand bevindt , dat de beide bewegin- 
gen van het ligehaam , wanneer hetzelve zeer weinig uit dien stand 
gebragt wordt, bestaan zonden in kleine hoen* en weergaande schom- 
melingen, dan zal bet evenwigt in dien s^nd vast zijn» 

2. Om hier de vergelijkingen voor de dubbele beweging te ont* 
wikkden, herinneren wij aan het volgende. Als K eene standvastige 
kracht voorstelt, die voortdurend op de massa M werkt, dan is 
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dft vermelling G door die kraeht voortgebragt , bepaald door de 

formule G =: —^y dat is als K en M ia ponden zijn oitgedrokt en^ 

de aaogroeijing der snelbeid voorstelt, die een ligchaarn, dat verti- 
caal naar beneden valt, in eenë seconde TerLiijgty dan zal G de 
lersnelling zijn die de iracbt K in dezen tijd aan de massa U 
mededeelt; in meters tiitgedrukt is ^ = 9,812 • . . • 

Omgekeerd volgt oit die fimnnle» K = — Ui bovendien beeft 

o 
men nog, iranneer 2^V de oneindig kleine aangroeijing der snelheid 
V is , in den oneindig kleinen tijd llt, 

Yerder maken v^ gebruik van bet grondbeginsel van d'Alih* 
■iiT ; wanneer namelijk eenige kracbtei^ voortdurend op een zamen« 
stel van met elkander verbondene punten werken, zoodanig, dat die 
punten , indien zij geheel vrij «ar?n , zicb in zekere rigtingen met 
zekere snelheden zooden bewegen , dan zal deze beweging door het 
verband der panten gewijzigd worden, en de beweging die wer- 
kelijk ontstaat voer elk pont, kan toegeschreven werden, aan krach* 
ten verschillende van die, welke op het zamenstel werken, zoodat 
een gedeelte dezer krachten geenen invloed heeft op de beweging en 
dus verloren gaat; volgens het gezegde grondbeginsel moet er nu 
tijdens den gebeden duur der beweging evenwigt zijn tusschen de 
oneindig kleine krachten, die in elk oneindig klein tijddeel ver* 
loren gaan. 

Stellen n^ dan dat op elk pont van een ligchaam , dat om eene 
as kan draaijen, eene kracht werkt, waarvan X, Y en Z de zamen- 
atellenden t^ evenwijdig «an de oodrdinaten-assen ; indien dr, y en s 
de coördinaten zgn van zulk een punt, dan zijn de samenstel- 
lenden der verkregeue snelheid, op zeker oogenblik der beweging, 

-^ , — • , — en de «angroe^ingen (^ V) dezer snelheden in den tijd it, 

de versnellingen der krachten, die deze aaogroeijiögen hebben 
voortgchBsgt ^G = —J. zyn dus 
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^y ijy i^ 

en by^evolg de krachten f K z^ - M j zelven^ aU <fm de 
Tan het poot voontell, 

Ji-**^« l?!ii^ l^i^. 

wij hebben dos voor de zamensteilenden der yerlorene kracht f oor 
dit punt, in hei oneindig kleine tijddeel llt^ 

x-i?!5j(« Y-^-€ï.n> z-i*-!ü^^i 

en toortgelijke uitdrokkingen heeft men ook voor al de overige 
punten. 

Indien nn de as der o? de draaijiDgs-as is, dan moeten, 
▼olgens het opgegeven groDdbeginael , de sommen der mo- 
menten van de krachten loodregt op deze as , namelijk van 

E.(Y — - —f 3^»») en E. (Z' -^ 2fm) even groot sijd» 

waa^dpor inen verkrijgt, 

en vaamit klaarblijkelijk volgt » 

i =•(» ^ -• 0) "*• = ='<»*■- '^ •• ^* ^ 

evenzpo zal men vinden, voor de ronddraaijende beweging om de 
aisen der y en der js. 



Neemt men verder de rigtiogen der pc^sitieve assen zoodanig aan. 
alsinFig. 16 is aangewezen (de positieve rigting der js as.van^bov^n. 
naar onderen), en stek men dat de ronddraaijenik bewegingen, qm de 
asten plaats hebben in de rigtingen s^^, d?s.en ifx, dan beweegt 
zich eenig pant, waarvan U' de projectie is op het ysvlak^ 
om de ai der. x in eenen cirkel evenwijdig aan dien, waarvai^ 
OM' = |/^*+ «*) = Tj de straal is, in de riglipg der raak- 
lijn M'P; zij, op zeker oogcnbiik; w^ de hoipksnelheid om de asder» 
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s, dan i« r,«Oj da snelheid* van het pont H; neemt men 
H'P = ft^u *** ontbindt men dezelve in de snelheden HT' en 
HT* evenvijdig aan -de assen der y en der x^ dan is klaarUq- 

kelijk ^ = M'P' en ?^ = — M*P% 

en MT' = PP'= MT Sin, PMP' = MT Sin. yOM' , 
MT' = MT <7o». PMP' = M'P Coi. yOM' , 

•f, omdat <7«.yOM' = H=:3Len««.yOM'=^ = ^{s, 
- = «.,, ^ = -!^«» 

^" y jj — * ~ = — ör* + **) »i = — '•i»! » 

dit differentiërende, in aanmerking nemende dat Toor het hier be- 
schouwde pmit Tl standvastig is, kr^gt men 

* it* ' Ut* ~~ '* ut' 

Stelt men verder den hoek , die in zeker oogenUik der beweging 
begrepen is tnsschen het syvlak en een ylak door de as der s, 
dat bij het begin der beweging óp het sy vlak lag , gerekend in de 
rigting der beweging, namelijk /.jOy' = (^ , dan ia dehoeksnel- 
heid op dit ooganUik bepaald door 

d-a ^=i^. * 

loodat de yoeifiauicle vergelijling overgaat in 

ft «K— « ^^ M I I „„Bi |pl * • 

^ Ut* it* ~~ » it* ' 

en dit in de vergelgking (1) overbrengende, veikrijgt mea 

«f daar hier -r— toor al de panten Tao het ligehaam deieMde ii) 
ei 



Digitized by v300Q IC 



78 OPLOtSIKtBH 

1 :(H 

datU -.liLi^»4.,«)ï., = -£^Z-«T); . . (4) 

wanneer ^^ en 0^ voor de asien der y en der s hetulfde ▼oor- 
stellen ,, vat ^1 voorde a< der dP voorstelt , namelijk de hoeken 
die vlakken , welke oorspronkelijk op de xy en ysvlakken gelegen 
waren , om die assen beschreven hebben op het oogenblik dat hier 
de beweging besohoawd wordt , verkrijgt men op deielfile wgae ^ 
▼oor de draagende beweging om die assen, 

l.i^£<*» + «»)ïm=-£<,X-«Z),. . . (5) 
g ct 

^.4^2:<**+y*)af-=-2.{*Y-»x). • • W 

Indien er alleen verticale krachten op het ligchaam werken , zoo 
als onder xekere omstandigheden bij een drijvend ligchaam plaats 
heeft, dan moet men in (4), (5) en (6) X=0 en T=:0 stelloD, 
waardoor dexe vergelijkingen ovei|;aan in: 



1 ï»«s 



1 2f*fl, 



S.(4?« + ««) ïm =: + ZaZ. ... (8) 



g^ ^^, r.(:r« + y») afm= O . • . • V . (9). 

S. Stel dat Fig. 17 den stand voorstelt van een ligchaam, 
oorspronkelijk soodanig in de vloeistof geplaatst, dat AB de horiaon- 
tale doorsnede met den waterspiegel en de lijn Z'E' in den verti- 
calen stand ZE was^ terwijl in deze verticaal de swaarteponten Zen 
D van het ligchaam en van de verplaatste vloeistof gelegen waren , 
en stel dat het ligchaam nit dien stand gebragt is door het zwaar- 
tepunt Z op eenen zeer kleinen afstand ZZ' naar beneden te bren- 
gen, tevens aan de lijn ZE eene zeer geringe helling gevende, 
waardoor no A^B' de doorsnede met den waterspiegel en nagenoeg 
CC' = ZZ' worde; als men eene zeer kleine grootheid van de tweede 
orde verwaarloost. Het zwaartepunt van de oorspronkelijk ver- 
plaatste vloeistof valt. nn in D' zoodanig, datZ'D' = ZD is. Stel 
verder in Z' de oorsprong van een assenstelsel zoodanig , dat het 
ars en het yjsvlak beiden verticaal zijn en het ligchaam in den oor» 
spronkelijken stand in twee symetrieke deelen verdeden , terwgl 
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HMD dit dan ook nog al knnnen aannemen na de leer kleine 
verplaafting van het ligchaam, en zij de poeiHeTe rigting der jma. 
«ven als in Fig 16, van boven naar onderen. De geringe helling 
der lijn Z'Ë'* zal men na knnnen bepalen door de zeer kleine 
hoeken, die zij om elk der asaen beschreven heeft ^ om nit den 
stand ZE in den stand Z'£' te komen; deze hoeken Terkrijgt men 
door vlakken te* brengen door Z'£' en elk der assen; zoo is, zie 
Fig. 18, waarin Z'Ë' en de assen nit Fig. 17 zijn overgeteekend, 
de hoek om de as der 9 beachreven, bepaald door den 'hoek die 
het vlak sZ'D' maakt met het /rxvlak ; doch daar de rigting der 
beweging om de as der as van m naar y gaat is deze hoek nega- 
tief; de hoeken om de assen der y en der s beschreven, worden 
bepflMld door de ylakken jZD" en EZ'D"'; men stelle dan 

2.EZ'D' = — «, LEL'W" = p, Z.yZ'D" = y, 
lijnde deze hoAen de waarden van ^i , ^s » ^ ^t "^ (^» (^) 
en (9) bq bet begin der beweging, op het oogenbltk 'dos dat f 

en de hoeksnelheden ---•, -— en --^ gelijk nul zijn, en zoo 

klein dat men mag aannemen 

Sm.ce=«=zTang^y Sin. fir^^= lbng.fi, 5m. y=y= Jlwg^.y 

en Cos. et =: Cos. p = Cos, y = 1. 

Stelt men verder hg den aanvang der beweging ZZ' = CC' = {, 
en na dit oogenbltk deze Teranderlijke grootheid , die steeds zeer 
klein M^ft door { voor, dan «nlien wg de waarden der groothe- 
heden ^, ^i » Os ^ ^s traehten te bepalen voor elk oogenblik 
der beweging^ nadat men het Hgchaanr vit den evenwigts-toestand 
gebmgt en aan zich zelven overgelaten heeft. 

Zij het volomendet oorspronkelijke verplaatste vloeistof ALB = Y; 
de inhoad der doorsnede A'fi' =: I (welke in de eerste oogenUik- 
ken der beweging, en als men bevindt, dat deze laatste slechts 
in kleine schommelingen bestaat, tijdens derzelver geheelen danr 
als standvastig mag aangenomen worden); het soortelijk gewigt 
der vloeistof = p ; de afstand der zwaartepanteaZD=Z'D' = i2, 
moetende i positief of negatief gesteld worden, naarmate het zwaar* 
tepnnt der verplaairte vloeistof hooger of lager ligt dan dat van het 
Ugehaam*. 

De kraohteir, die nn op het Ugehaam werken , zijn : 

1^. Het gewigt van het ligchaam werkende in Z' van boven 
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om ondereA «n gelqk aan dat der verplaatate vloeistof, das is 
deze (zametistelleiide) kracht =i + pY. 

2^. De tegengestelde drukliog der vloeistof, welke oorspronke- 
lijk verplaatst was , werkende in D' van onderen nadr boven, zoo- 
dat die (zamenstellende) kracht wordt — pV ; en 
, 3^. De opwaardflche drnk van de vloeistof begrepen tmschea 
AB en k*B* ; om deze te bepalen onderstellen wij , dat bet lig- 
chaam tasschen deze vlakken dlindervormtg tij ^ waardoor slechts 
oneindige kleine grootheden Tan den tweeden rang vervraarloosd 
wrorden, en wij verdeelen het vlak k'B' , dat evenivijdig is san 
het jFyirlak, in differentialen, door vlakken evenw^dig aan de s?« en 
ysvlakken , dan is i^iy de inhond van zalk eene diffisientiaal aa 
tevens de bazis van een prisma der vloeistof tosschen AB en A'B^ 
dat het gedeelte GH eener verticale lijn tnsschen deze vlakke» tot 
hoogte heeft; het gewigt van dit prisma of de differentiaal van bef 
gewigt der vloeistof tasschen AB en A'B' is dos p2fx2fy X Gff. 
^ Om de lengte viin GH te bepalen beschouwen wij Fig. 19 , al- 
waar Fig. 17 voor een gedeelte is overgeteekend ; wanneer FG 
in het horizontale vlak van A'B' evenwijdig aan de as der y ge- 
trokken wordt , dan is CV = sr, en FG = y; trekt men verder 
FI verticaal in het orsvlak en vereenigt men 1 met H| toodat Hl 
in het vlak van AB ligt, dan kan GH in drie stnkken GG', G'K 
en KH verdeeld worden, door CF' horizontaal , FJ6' en EK eren- 
wijdig aan de as der y te trekken; in de fignnr heeft .men na 

GH = 6G' + G'K + KH = CC' + F'I + KH, 
of GH = I H- * Tang. F'CI + y Tang. KIH; 

brengt men door de as der y en de lijn Z'£' het vlak yZD'", 
dan is (ve^elijk Fig. 18) L EZ'D'" = 0^ , en omdat het vhk 
Tan AB (dit vlak is loodregt op Z'ËQ en het jrsvlak beide loodn^ 
zijn op het vlak yZ'Ë'D"', zal ook de doorsnede AB » van die 
vlakken , loodregt op yZ'D", of AB loodregt op Z'D'" zijn, waar- 
nit volgt 

i.EZ'D'" = Z. F'a = 9,; 
brengt men door de as der s en Z'£' het vlak iZp", dan is 
L EZD' = — e^ , en laat men door I een vlak TH' gaan, 
evenwijdig aan iZ'D', dan is de doorsnede U' methetvkkFGHI, 
evenwijdig aan Z'D', dns ook F'll' = — 9i, maar nazgn het 
Tlak der doorsnede AB en het vlak FGHI beide loodregt op 1'U% 
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das ook honae dooraocde IH Ipodregt op 111' of IH loodngC op 
ti' ea daatoifi iL HIK = L F'I1' = — 9,; hïeidoor heelt moik 

GH = f + * Tang. fi, - y Timg. fl,, 
of GH = I + ö,s — flt»> 

waardoor de difFerentiaal Tan het gewigt der Tloeistof tnaachen AB 
en A'fi' wordt 

P {! + «»* - e,y) 2(ir2fy; 
het geheele gewigt dier vloeistof is dos 

waarin de integralen over het geheele vlak tan AfV moeten nilp 
gebreid worden; nit de symetrieie ligging van desiells gedeelten| 
ten opzigte der drs en yz vlakken, heeft men in dit geval 

en tevens is fSH^Hy =i I j 

xoodat het gezegde gewigt nitgedtnkt viordt door p^I» en orodiii 
lietzdve eene opvaardscbë drakking voortbrengt is de (mmenstel* 
lende) kracht die daardoor op het ligchaam werict — p|I; de ho- 
montale dmkkingen der vloeistof vehiieügen elkander | waardoor 
X ±± O en Y — O is. 

Brengt men nn al dé krachtéb en de.maésa van het gehedë 
Ugohaaiii in het zwaartepnnt over, dan wérkt diir eene kracht 

+ ,v - ,V - ,|1 = ~ ,|I 
iop de massa ^V; 

de verttielling dezer kracht lG = pf) is das 

pyfi^— Y^* 
maar op seker oogenblik is de sndheid dër verticale beweging 
van het zwaartepunt , in de positieve rigtiog der j< as, -^i dos dé 

aangroeiji&g dier snelheid, in den t^d jli', ~f en 9e versnelling 

der kracht/ dié deze aangioeijing heeft iroortgehragt, --^ ; door de 

nitdrokkingen voor de versnelling gevonden asn 'elkander gelijk te 
stelleoi krqgl men alzoo 

ii« --ét 

m* ~ V *' 

1I« Diii, II« Stuk. F 
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f' ^ + 7^ = ® • • • • •(^<*> 

▼oor de vei||[d^ktDg der terticab beweging Tan bet iwantepan^ 
Wig zQllen decelve integrereit , na eertt de Tergeligkmgen toot de 
ronddraaiende beweging gezocbt te bebbeo. 

Hiertoe moeten wig de momenten der vertieale kraebten, ten 
opiigte der s en y assen, bepalen ^ en daaniit de sommen der 
momenten £.yZ| SjrZ. 

Het moment der eerste kracbt + pV is nol^ omdat deae kracbt 
üi het iwaartepmil ef den oorsprong werkt 

Om de momentoi der kraebt -^ fV te bepalen, die tn D' 
(Fig. 17) naar boTen werkt» laten wij ait D' (zie Tig. 18} ecae 
lood% lyV op bet syrlak Talfa» en trekken uit D" l^oen, 
evenw^dig aan de assen der # en y, dan zijn D*T)*" X — fV 
«B Z'D"' X — P^ dese momenÊen, tea opzigte der assen van 
de JT en de y. Wegcos de geringe bdling Tan Z'D' mag men 
-door eene oneindig kleine gtootbeid \En den tweeden graad te 
terwaarlooten ZO)' r=: D'B'*' = Z*B'" stellen, en men beeft dan 

I)»t£)>»/ _ D/D»»/ Co8^ D'D"'D*' = Z'D' Sin. WD'^'W" 
=- Z'D' Sin. D-Z'B = — d Sm. d», 
Z'D**' = Z'D'" Om. D"'Z'i)^' =r Z'D' Sin. EZ'D'" =tr d Sin.é^, 
of wegens de kleinheid der boeken d| en d| , 

D"D'" == — döj , Z'D^" = dö, , 
waardoor de gezochte momenten woiden 

— döjX — pV = + fdV«,, d5,X — pV = — pdV«,. 
Yoor de momenten der opwaardscbe dmkkingen van de Tloeiatof 
tasseben AB en A'fi' heeft men (ten opzigte der s en der y as), 

— pSfy (^ + ^* — tiv) *«*y 
= — P^fSyi^ify — P«a//«ya'i?2ry + pdi//y*jr*afy, 

— pJ/a? (^ + öi* — e^y) jfdTSTy 

= — p^ffs^yi^ — P^ifS^^^yisp H- p^iffsylfyix, 

in aanmerking nemende dat de integralen ffsllslly , ffyUsiy en 

Jfsyislly verdwijnen , als zij over de gebeele doorsnede KV 

worden uitgebreid,^ en ter bekorting fy^ixiy = A, /**2f*afy 

tir B stellende, zoo heeft men teor dée momeat«i 

+ 6ipA en — d^pB* 

Men zal das hebben 

S.yZ = + pdVa^ + pfl,A = p«i (dV + A), 
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£jrZ = — pdVa, ^ p«,i te -^ p^j (iV + B), 
en ab men d\% in 4e Teigel^Un^ (7)i (8) en (8) ?an n^ 2 
overbrengt, dan worden xg 

-•*;^2, (y* + s«) 2fm = - p«, (rfV + A), 
i.^ S. (*« -H '^) ï« = - p«, (i«V + B), 

de wmmen S.(s* -t-Ji*)^^»^ «.(y* + «*)J^«, S.(s»+y*)2rt» 
moeten OTer al de stoffelijke ponten van het ligchaam uitgebrdd 
worden , waardoor zij in integralen oieigaap. Stelt men ter ba* 
korting de momenten van traagheid 

4mi Irame» de laatité veigelijktogen beried worden tot 

g.+ '.d£!^,,=o (u) 

»j;^ ^ !l2L±5 ,. = .m 

«A = ...... ......,.,) 

Door de Tergelgkingeq (10), (11}| (12) en (13) te integreren 
zal men de iurmolen verkrijgen , waardoor de waarden der groot- 
heden 1^9 ^t f t% en dg voor elk oogenblik, pa het begin der 
beweging , bepaald zijn. 

4. Indien de nitdrakkingen dY ^ k ea dV + B beide 
pontief zijn , dan zijn ook de gezegde vergelijkingen allen bqprepen 

in den vorm -r-* -4- Vy ^^ ö# 

waarvan de integraal U 

y = jp Sin, ojr + g Cof. as, 
en waarin de atandvaitige grootheden p ea q uit de overpeoLonv 

llige inaardien van y en ^ voor eene bepailde WMunle van m kon- 

cS 

nen berekend worden. 

In (10) beeft men o* =;: + ^ , 

F 2 
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en das | ^= P ^*^' ia + q Co$. i^ , 

r^ =: op Co8, ia "^ aq Sin. ia; 
ei 

dftar nu toot I = O, | z=: {| en -r^ == (de aanvatikelijke md- 

o* 

heid) = O Uy vindt men 9== |i enp = 0, loodat 

I = I. <7a.. (<^^) (14). 

lo (U), (12) en (IS) stelle men benrtelingt 

_ tg («<v + A) 
• — C ' 

., _ H («<V + B) 
D 
a»=:0, 

enwor* ±: O, », =«,«j = (J,9^=y,-^= -»-=-^=0, 

omdat de aanTukel^ke hoebndheden gelqk nol zijn, dan «indt men: 

• .=.<7-.(.».W.(ÜI + i))....(,5, 

.. = SO».(,„ltHj±l)),...(„0 
li = Catui. =: y* 
Zijn echter de nitdinkkingen dV + A en dfV + B negatief, 
dal ^ ((IT ^ A) en — (JV + B) positief , dan behooren de 
tergdijkingen (11) en (12) tot den Torm 

waarvan de lolkoimene integraal is 

terwql -? = aCe«* — oCie-^j 

voor (ll)xai men vinden G = C, = i<^ en voor (12)C=: C| =i|3> 
nodat in dit geval 9| en 9^ bepaald lijn door 
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' Uit de vergelijking (14) ziet men, dal het ligchaam, wanneer 
lielidfe oortpronkeKjk in Je vloeistof dreef en dt» soortelijk li^^r 
dan de vloeistof was, altijd in de vertieaal van bet zwaartepunt op 
en neder zal schommelen 3 de oorspronkelqke plaats van het zwaarte- 
punt zal het middelpunt dezer schommelingen en 2^ hunne grootte 

ziyu; dewijl C09. \^y\) tnsschen d^ grenzcA + 1. en — 1 ge- 
durig afneemt en aangroeit ; telkens als i y^ = — r— » is, 

V A 

bevindt zich het zwaartepunt op deszeUs oorspronkelijke plaats; en 
voor den tijd eeoer gebeele schommeling , waarin het zwaartepunt 
van het laagste tot het hoogste punt klimt, vindt men uit 

V gl ^ 

van eenen enkelvoud igen slinger, waarvan ?- de l^gte is. 

Zoo ook volgt uit (15) en {16), da| d,e draaiende bewegingen 
om de assen der s en der y in heen- en wedergaande sohomme* 
lingeu zullen bestaan, als JV -^ A en <IV -f- B beide. poslUef 
zijn, omdat dan d| en A^ periodieke fnnctiën «jn tan den. tijd» 
die tnsschen twee bepaalde grenzen (+ «en — «jen-f*0en — fi) 
afnemen en. aangroeijen; zijn echter (iV -f- A}» eu (cfV + B) 
negatief, dan. groeijen, ingeyolije. (17) en (18), de waerden 
wpn 0| en 6) met den lijd gedurig aan en het ligcbaam zal zich 
meer en meer van zijnen oorspronkelijkeu evenwigts-toestand 
verwijderen. 

Was een der uitdrukkingen positief en de audere negatief, dan 
foude het ligchaain om een der assen schommelen , das met ber 
trekking tot die as het evenwigt vast zijn , maar ten opzigte dur 
andere as zoude hetzelve zich meer eq meer van den oorspronkie- 
lijken stand verwijderen. 

Was een der uitdrukkingen gel^k *fiai/, dan lou het evenwigt 
ten^ opzigte der as , waarbij die uitdrukking behoort , In elkeii 
stand vast wezen , en waren beide uitdrukkiogen gelijk hm/ , dan 
bl^ft het ligcbaam na elke kleine verplaatsing in rust 

Bindelijk volgt uit (14), dat het ligcbaam niet <Mn de verticale 
as zal TOnddmaijen. 

Uit. dit. alles kan men alzno besluiten, dat. de stsbQiteit vaa 

F 3 
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liel df^veode Ugdtaam afbankdijk it Tao de teekena der groot* 
beden dV + k ea dV + B, ta dese aoUea ttker poaitkl 
weaeiif ab d pontiel is, dat ia: ala hel iwaartepmt der veifslaKt- 
ale vloeiilof hooger ligt dm dat Tan het ligchaam; in het tegea* 
ofeigeatelde geval aal men de waarden dier grootheden moeten 
berekenen* 

Uit (15) en (16) iTet men , dat in bet getal der itabiliCdt dé 
tyd eener been* en iredergaande cchommcliDg om de ai der jr en 
om die der y, bepaald it door 

overeenkomende met de alingertijden van eenen eenvoiidigen 

dfajer, «»mh d. Iengt« .ga J-^r+Ty , (dV^- B) ' 
Berekent men die tliogprtijdeny altmede den tijd eener verticale 
dingerioj^ voor verachillende vaartuigen, dan zal men daaruit 
kannen nagaan, iA hanne bewegingen meer o( minder gevoelig rijn. 

Stel nn, dat het drijvende ligchaskn een parallelopipedum z§ 
(Fig. 20) , waarvan de ribben AB = 2t en AC :=^ 2b evenwijdig 
loopen met den trateripiegel , terw^l de ribbe AD = 2& lóodregt 
op dencelven ttaat ; zij S het soortelijk gewigt der stof» waaroit hetzelve 
bestaat y en f =: 1 bet soortelijk gewigt der vloeistof; de diepte 
der inzinking is dan 2tö i= ED, het volume der verplaatste vloeistof 
V = 8MS;de afstand der £waartepauteni(2A — 2tö)=A(l—S), 
en daar hier dat der verplaatste vloeistot bet laagste ligt^ moet 
men stellen 4 =: — A (i — - S). 

Verder heefl men , als de assen der jr en y door bet zwaarte* 
pont evenwijdig aan de ribben 21 en 2b worden aangenomen , 

k = //,»!f«jry =/^[ ^'fl.1 y*iiv=ia»'^ 

bijgevolg, 

rfV+A=— 8itt»S(l— S)+Jtt»=Jtt{— 6A«S(1— S)-h4»}, 
rfV+B=— aWA» S(l— S)+j/»A=itt{— eA»S(l— S)-H /»}, 
waaruit volgt, dat het evenwigt in alle rigüogen t^jtind tkl rija> 
Wanneer i de Ueintte horizontale riUie Toorttelt , ala men heeft 
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A» > 6A«S (1 — S); ..;... V . (fl) 

het maximum Tan S (1 — S) is voor S = i, S (1 — S) wS i, 
er ia dos zeker stabiliteit, als &* > | A' of & > A |/| is; is 
b ^ h y/l, dan moet men onderzoeken, of san de voorvaarde (a) 
▼oldaan wordt. 

Stelt men A =z i , dat is , de doorsnede vau den balk zij een 
▼ierkant, dan moet 1 ' ) 6S (1 — S) zqn ^ waaroit men zal 
▼laden 

S < i-5 |/3 ofS > i + 5 |/3, 

of S<0-.211.... S > 0.789 ; 

daar na bet soortelijk gewigt Tan dennenboat binnen deze grenzen 
valt, zoo zullen dennenbalken , waanran de doorsnede een Tier-' 
kant is, niet altijd met hnnne platte z^den naar boTen bl^Ten 
dnJTen ; wd eikenbalken , waarTan bet soortelijk gewigt meestal 
grooter dan 0.789... is. 

Zoo ook \% in {a) de fiictor S (1 — S), Toor dennenboot 
grooter dan Toor eikenbont, omdat bet soortelijk geifigt Tan bet 
eerste minder dan dat Tan bet tweede Tan \ Terscbilt; bij gelijke 
boogte moeten dos deonenbalken eene grootere breedte bebben , 
dan eikenbalken , om eTen als deze , met bonne platte zqde naax. 
boTen gekeerd, te bliJTen driJTen. 

Wilde men in bet gOTal der stabiliteit de sfingert^den Toor bet 
parallelopipedam berekenen, Tolgens de aangewezene formolen, 
dan beeft men daartoe 



C-/(y«-H.«)2f«-S/^Jrs/^J^y/;^(y»+«»)ï*.y's(6»+^»), 

D-j(**+s»>-.=s/+J!^,/;|;Jjfs/;^(*»+.»)af*i^s(/»+*»). 

CQ door dit met de OTerige bekende grootbeden in die brmnlea te 
iobstitaeren , zal men die tijden kannen bepalen. 

Om de geTondene ibrmalen toe te passen op eenen bol , waar- 
Tin liet soortelijk gewigt S = } , de straal = r ,. en do» ook 
de diepte der inzinking = r is, beeft men Totir bet Tolnme der 
Tecplaatste Tloeistof V = | tt^ bet zwaartepant Tan dit Toloma 

3 3 

ligt op den afstand -- r onder dat Tan den bol, das d = — rrf^ 

Terder 

F 4 
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dV + B = — ijrr* + i»r*=0, 
Mê9dêi het ligchaam in eiken stand in evenwigt zal bleven ; èö 
tijd eener ferlicale tliogering it , omdat men hier heeft Toor den 
inhond der door^^e me!t den waterspiegel 1 x=? 9^^ , 

ov^^raenkomaDde me^ d<^ alingertijd van den eenvoadigen tlinge^^ 
inuirran de lengte | r is. 

Stel nog, dat het ingedompelde ligphaam eene ^lipsoïde zi|, 
waarvan ZC = a\ ZD' = &, en ZB = c de halve assen zijn , 
en zq de ellip FEGII de doorsnede met den waterspiegel ; wan- 
neer men EB =: jt sicit, dan zijn de halve assen der ellipvormige 

doorsnede op dien afstand van den top EH=- |/(2cjp — jp^)-=a' 

t 

en EF £5 -'- y{2c0 — #*) = i'j de inhoad dier eHips ts dus 

ab 
nvVsZzz TF-^ {2^ — jp*); de differentiaal van den inhond der 

ab 
éllipswde =i sr , (2cdr — - jr') is en das het Tolame van da 

ferpl«atft<e vloeistof (water) 

eo het volume der geheele ellipsoïde 
= i Tabc, 
Als dos het soortelijk gewigt S is , dan word( de diepte der 
inzinking bepaald door 

} ^flAcS =: ^ (3c - s) *« , 

of door 4c»S = (3o — x) s\. (A), 

Wanneer het zwaartepunt der verplaatste vloeistof in D. ligt ^ 
dus ZD = — if , of BD z= o — (— d) = c + d is, dan 
heeft men volgens de theorie der momenten 
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(c + rf) V = ^y^ * X (2c* -,»)ï,:=!^U««»»-.i*»), 

4(u dV = ^ (I ftr» — i ,♦) - oV, 

dV =^ (i <w« - i ,♦) _ !^ (3c - ,) »», 

dV = -^{i,*^cr»+o»*»}=~(2o,-*»)S 
verder it voor de doonnede FE6H 

A = //y»i^yaf* =^ a'6'» = |.^ (2c - *»)» , 

B =; //«».{fyjf*=: J a'»6' = ^.^ (2c» - »»)» , 
waardoor men heeft 



«'V + A = - ^ (2<» - *»)• + ^ (2c« ~ .»)> 



dV + B = _ ^(2c» - ,»)* +^? (2«r - »»)» 

= ^(2c..,«)(_l^^). 
d^ YOorwaaideo voor de atabiliteit zijn dos 

of o^avc^^y 

dat is 9 de verticale aa moet de kleinste tijn. 

Om den door der schoqnmelingen te bepalen, lal men uit (i). 
de waaide van s moeten berekenen; stelt men S = i, dan is 
j^. =: o. en I = msib , waardoor men voor den tigd eener verticale 
slingjering heeft 

V inbc 1 , 

gl g^rab g 

even als bij den bol. < 

Om de beide overige slingertijden te. berekenen heeft men voor 

dV +*B = 7 «6 («* — c»), dV + A = ~ o6 (i». — c»)j 

F 4 
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verder zijn de momenten ?an traagheid 

C = /(t> + z*) im=: ^Tobc (i* + c«), 
D = f{s* + z*)im = ^,tabe (a* + c>), 

waardoor men voor den daar der slingeringen om dé asten der s 

en der y verkrijgt 

en alt a =z b zzz Se «are, dan zoaden deze tqden gelijk zqn aan 
die der ▼erticale êlingeringen. Was £ rr a =:: c , dan worden 
dezelve oneindig groot , hetgeen zoo moet zijn, omdat in dit geval 
het ligchaam in eenen bol overgaat| die na eene kleine verplaatsbg 
geene ronddraaijendo bewoog aanneemt 

jianmerking. In het geval der stabiliteit tijh de formokn 
die men voor de ronddraaijende beweging verkregen heeft , geldig , 
omdat men bij de mtwikkeling derzelve van de onderstelling is 
uitgegaan, dit de grootheden h^ en 9, gedurende de beweging 
zeer klein blijven , en volgens die formolen zijn zij ook steeds 
tasschen de grenzen — «en+a,eB — 0en-{-0 ingesloten ; 
is er echter geen stabiliteit , dan konnen die fiumolen, oamel^k 
(17) en (18), alleen geldig zijn voorde eerste oogenblikken der 
beweging; zij tooncn dan ten duidelijkste aan, dat het ligchaam 
niet naar zijnen oorspronkelijken stand terugkeert, maar zich meei 
en meer van denselven verw^dert* 

VRAAGSTUK G. 

JfeM kan &neindig vee/ eUipaen beêehfyten diê eene ój^eloüb 
in haten top raken, en waarvan eene as langs de asêereychnie 
valt. Onder al die eUipsen begeert men diegene te vinden^ 
welke hei sterkst met de cycloïde ineensmeb. 

OPLOSSING. 

Wanneer men de vergelijking der cycloïde ten opzigte van bc- 
jpealde assen gekozen heeft , dan moet die der ellips ten opzigte 
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▼an decelfde aiM toodanig bepaald «orden , dat hare Üggiog aan 
de gettelde voorwaarde Toldoende , P, Toor de abecia die met dea 
top der cycloïde oTereenstemt , de ordinaat der ellips gelijk wordt 
aan die der cycloïde , en 2^. dat xoo veel achtereenvolgende diffi»* 
rentiaal-qnotiënten als oic^lijk is , afgeleid nit de vergel^kingen 
der twee kromme lijnen , voor dit pont deielfde waarde verkrijgen, 
• Neemt men na de raaklijn aan den top der cycloïde voor as der 
« I en bare as als as der y » dan is hare vergelijking 

s = |/{2Ry ^ y«) ^H Boog (^Sin. = K^\7^') > 

waarin R den straal van den beschrijvenden cirkel aanduidt. Voor 
ecne ellips , wier groote as 2a evenwijdig aan de raaklijn loopt ^ en 
wier kleine as 26 op de as der cycloïde valt , en die de cycloïde in 
den top aanraakt , heeft men 

Da vier eerste difftrentiaal^qootiSntea zijn voor de cycloïde 
jr»_ y ar»y_ R i'y _ 2RKy y*y^ 2R(R+3y) 
2f»~^2RVir«»~(2R-y)«'if*»~K2R-yK2^^* (2R-y)« ' 
en voor de ellips 

af#* "^ a»(J — y)* 

Omdat nu bij de twee kromme lijnen voor y =: O ook dr = O 
wordt y en al de onevene diflerentiaal-qnotiênten verdwijnen , aoo 
zoo kan men van de 2e en 4e dezer quotiënten gebmik maken , 
om de assen der ellips te bepalen , en er lal alsdan tassehen de 
ellips en de cydot'de eene amensmdting van de 6e orde bestaan. 
Stelt men in het 2e en 4e diflferentiaal-qnotiënt van beide 
krommen sr en y =r: 0^ en de waarden die zij daardoor verkrij* 
gen aan elkander gelijk, dan heeft men 

1 _ b _i_ _ib 

4K~ai'^ 16R' — a*' 
waaruit a* = 164>R« = 48AR* , 

dos & = 3R en a = 2R|/^3 
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▼oor de assen der ellips, die het sterkst met de cyclmde' ineen- 
Smelt* Deze eeDVoadige uitkomsten zullen nader lievestigd wordeo 
door het vraagstuk meer algemeen op te lossen, met ' eeue kromme 
lijn van den tweeden graad te zoeken, die in eenig punt der cy* 
doïde het meest met haar ineensmek. Uit ót oplossing zal blij- 
ken dat die kromme voor elk punt eene ellips is, die echter niet 
meer een der assen op de normaal van bet raakpunt heeft, maar 
die voor den top in de zoo even gevondene ovei|;aat, zoodat deze^ 
zelfs wanneer de rigUng der assen willekeurig genomen mogi wor- 
den, allijd diegt?ne blijft, welke het sterkst met de cycloïde 
zamensmelt. 

Memen wij de coördinaten -assen aan als bij de voorgaande op- 
lossing, dan blijft alles voor de cycloïde hetzelfde, maar de veiv 
gelijking der ineensmei tende kromme is dan 

y* + Aa;y + ft»^ + Cy -h, Da? -h E = O- • (O 
en daar hierin vijf standvastigeu bepaald moeten worden , zal men 
daartoe met deze vergelijking nog hare vier eerste difitsrentiaal- 
quotiënten kunoen bezigen. Cit de vergelijking (1) heeü mei^, als- 
s voor onafhankelijke veranderlijke wordt aangenomen: 

en vervangt men hierin de coördinaten en de differentiaal quotiënt 
ten der gevraagde ineensmei tings-krom me door die van de. cy-^ 
clcnde, (er bekorting 

^"-.z— y— -« ^'*-_JL- -„ 

?»y_ 2R|/y _ ;f*y _2R(R+ 3y)_ 

ts* ~ K2R-y)' ~ '^' Jf*' "" (2R — y)*'~* 

(tellende, dan heeft men om A, B, G, D en £ Ic bepalen, de 
volgende vergelijkingen: > 



Digitized by VjOOQ IC 



▼ A 11 P 1 II S V R A o I H, di 

y*+A*y + Bi?«+Cy + Dj? + E = 0, 

2yq + 2p^+k{qs + 2p) + 2B 4-Cg=0., 
2yr+% + A(rs+39) + O = 0, 
2y*+.8pr+ 69* + A (*ar-+- 4r) -hC« = 0. 
Uit de twee hialBten TÏndt men gemakkelijk , 

^— 3^r:r4;r-2/'. c-2(f*-y) — sj—ér» ' 

verfolgens door êubilUqÜe dexer «aarden iq de Sé^ 2e eo Ie, 

n— 9«/« «,\ Q^* (ry — 2/»»» - 8/>g + iq**) 

D-2p(3,-px) Ï^T^* ' 

V-r« -X» ■ I8q*y + eq*n»,-18pq*s+9q^s*^0pq*rs* 

E-Öf -?*). + ^ 35,_4r» ' 

waardoor dus de zamentmeltende kromme geheel bepaald ia. 
Uit de geTondene waarden volgt verder 

A». B_V(g«-'-3y) 

** """ — "(3^-4r»^)« ' 
•fait menvoor/), 9, r en « de^zelfcr waarden (nbttitaeért , 

w. B_ »R'(y-3R) 9RM3R-y)^ 

*^ ~2(2R--y)(3R-f.y)«- 2(2R-yK3R-hy)> ^ 

daar nu altijd y ^ 2R ia, zoo blijft ik* — B voor elk pont der 
cycloïde negatief , en behoort alzoo de vergelijking (1), voor alle 
ponten, tot eene ellips^ alt y = 2R is wordt |A' — B= — oo, 
en nit het volgende Éal men zien dat alsdan de ellipa in een en- 
kel pnnt overgaat , omdat alsdan ook hare |issen = O zijn. 

Om de rakende ellips nader Ie bepalen, beginnen wij met de 
coördinaten van haar middelpunt te zoeken. Rangschikt men de 
algemeene vergelijking van den 2en graad, volgens de nfagtenvan 
een der coördinaten, bijv. van y, dan is zij van den vortn, 

My« + Ny + P = O (A) 

en hieruit y oplossende , heef^ men 

_ _ J^ /W« _ P\ 

^ ~ 2M * ^\4M« M/' ' 

zoodat yi = — öjf bet midden voorstelt van eene koorde, dia 
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eTeDwijdid it aan de as der 9 » en de verget^kliig 

21!% -^ N = O, 

tot het uidden tan al die koorden behoort en dos eeiie middellqn 

der ellipa voorstelt. Men xiet dat zg het Ie differentiaal-quotiënt 

tén opzigte ran y, tan de vergelijkittg (A) is, en zoo zal het 

diflferentiaai-qnotiënt ten oprigte van «, de midddlign bepalen, die 

bij de koorden behoort, welke evenwijdig loopen aan de as der ^. 

Fïissen wig dit toe op de oorspronkelijke vergelijking 

y> + Ajy + BdP» + enz. == O, 

dan verkrijgen wij voor de vergelijkingen van twee middellijnen , 

2y + Aar -h C = O, 

Ay + 2fijp + D = O, 

en vinden hiemit voor de coördinaten (s^ en y,) van haar sny- 

ponty dat is, van het middelpont der diipa 

_ A C — 2D _ AD — 2BC 

*• ~ 4B — A* • ^* ~ 4B — A» • 
of als men voor A, B, C en D de gevondene waarden sobatitneert, 

*i-* + 5r«-3g,' Vt-lf^ 5r*-3qs ' 
en verder wederom voor p 9 f # r en « , denelver waardeii stellende, 
, _, , 8(2R~y)» y _ 8(2y- 3R)(2R-y) 

•«-•+■ y_3R '^2R:^'y«-y+ 2^_iR)- • 

Indien men tosscben deze vergelijkingen en die der cycloïde 
s ea y elimineert, dan verkrijgt men eene vergelijking tnsachen 
Xg en yi, das die van de kromme lijn, gevormd door de mid- 
delpmiten van alle rakende ellipsen, maar deze vergelijking wordt 
alsdan zeer zamengesteld en voor het verdere onderzoek onbraik- 
baar, zoodat wij die middelpunten, volgens eenen anderen wqp, 
nader zullen bepalen. Vereenigt men namelijk het middelpunt 
eener ellips met haar raakpunt op de cycloïde, en noemt men don 
hoek , dien deze lijn maakt met de as der a? , ft , dan is 

Sg — s 
£t wordt, ingevolge de bovenstaande waarden voor s^ en y^, 

of als men -? = p = 1/2^^7- = ïh»V- «telt. 
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'^^ * = 2(2R~y) ^ ^'^'*- *• 
Stellende ▼erder den hoek dieo dese middeHija mei de raaklijn 
maakt = ^ , dan ia if' = 9 ^- ^ , 



2 (211 - y) 

_ 2y(?lMy^ + g«rf.<P) — R(4 Zbiy . ^ -h 3 CiiX. ^ > 
"~ ^R 

Tang.<p=^iy^~ volgt 5fn.0 = Kg^ of ^^ = 4&n.« (^, 

waardoor Tang. ^ overgaat in , 

Tang: * = 4 Tang. -- (4 Tangr. +^Coi.(p) = — S Coi.0; 
doer middel tan dete eenvoudige nitkoaaat zal men gemakkelijk 
voor elk pont der cycloïde de rigting knnnen construeren van dé 
'middellijn I die door het raakpunt der cycloïde met de cllipa gaat, 
en de halve lengte P dezer middeHija wordt bepaald door 

hetwelk geeft p=i|^^|^.(9R»_4Ry)J 

de toegevoegde van fi evenwijdig aan de raaklijn loopende, zoo is 
hare vergelijking y' — yi = (a?' — afj) Tang. 0^ welke, verfaon* 
den met de algemeene vergelijking der ellips , de coördinaten* s'g 
en y ' I van hare uiteinden zal bepalen. Stelt men hare halve lengte = », 
dali is blijkbaar a Cos. =: {x\ — x^)^ 
a Sin. (Pz= (y', — y^), 
en dit in de vergelijking (1) overbrengende, zal men eene tweede 
magtsvergelijking vinden , waarnit a opgelost kan worden ; en vooraf 
wetende, dat de waarden van a niet in grootte maar alleen in 
teekena verschiilen, en dat dos de resaUerende vergelijking aUce» 
de tweede magt \an et moet bevatten, kan men haren tweeden 
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lerm weglaten. Be aangeduide subttitatiën f errigtende , komt er 

«* (5m.> 4> + A &X (pCo9.0 + B Cos.* cp} 

+ 2« {y, Sin. 4) + i A («i iWn. <^ + yi Co*. 0) 

+ Barj Co». <^ + i (C Sin. <p + B Cos. (p)} 

H-yï+AariyjH-Bj;J+Cyi + Dflrj-l-E=0, 

bfy omdat I zoo als daar even is opgemefLt, de oóëiBciënt van « = O ii, 

«* (Sin.* (p + k Sin. 0Co8.(P + B Cos.* 0} 

H-(y} + Aar,yi H- Rr} +Cy, + D*, H-E = 0, 
waarait 

^ _ yï-hA^,y,+Bicï+Cy,+Djr , + E 

— ^^ Sin*(p + ÈLSin.0Cos.0 + BCos.*(p' 
de teller van deze aitdrakking Lan nog vereenvoudigd worden, all 
men in aanmerking neemt dat ^Tj en y^ voldoen aaiï de Terge- 
lijlingen 2y, + Aar, -f- C = O, 

Ay, + 2Bari + D = O, 
^amit door dé eerste met y^ en de tweede met iP| te verme* 
nigvoldigen en de som der prod neten te nemen volgt, 

2yJ 4- ZAiTiy, + 2Bx\ + Cy, + Da?» = O, 
ofyÏ4-A^iyj + B«?-|-Cy,+Dari+E=i(Cyi+D*j+B), 
waardoor et overgaat in 

^_ I .. C|r,+Da;,+E . 

of, als men roor A, B, C, D en E honne waarden sabstttneert, 
dan tal men na herleiding vinden 
_ 3 (2R - y) 
• - 3R-y ^ ^^" ~ ^^- 
Hierdoor is nn alles gevonden ^ wat noodig is om de rakende 
ellips voor elk bijzonder pont der cycloïde te kannen construeren; 
er is gevonden * voor den hoek* dien de middelHjn der ellips» welke 
door het raakpunt gaat^ maakt met de raaklijn Tang. 4» = — - 3 Öoi. 0^ 
voor den top is 0^=0^ Coi. 4» == oo , Jus Tang. if=z — oo en if» =270°; 
aanwijzende dat in dit punt dë middellijn loodregt is op de raak- 
lijn ^ en das een der assen is; voor de halve lengte der twee 
middellijnen heeft men 
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en Voor y = O is das « = 2R yS = o j P = SR == A j 
dit stemt overeen met het vroeger gevoodenei eb de cobstractie 
der ellips , die in den top der cycloïde het meest mei haar te 
zamensmelt^ is dus als volgt: in fig. S2 is eene cyclmde getee- 
kendy waarvan AO de as of de middeUvjn van détt beschr^ venden 
cirkel is; OX, raaklijn aan den top^ is de as der d?, eb OB die 
der y -, maakt men nn Afi gelijk aan den straal van den beschrij- 
venden cirkel , dan is OB = 3R en alzoó B faet middelpont en 
OB eene halve as der eUips; besehrl]f verder op OB eeben hal- 
ven drkeli door A eene loodlign op OB en trek BG, dan ïi 
BGsk^ABxOB=zRf/^3; trek AD loodregt op BG of evenvv^dig 
aan OG, dan is GD=|R|/'3; stelt men dus door B eene loodlign 
op OB en maakt men B£ = 3 X GD = 2BG = 2RkS| zoo is 
daardoor de tvreede as der ellips bepaald , en deie kan dos verder 
door pnnten geconstraeërd worden. Voor eenig ander pnnt der 
cycloïde is de.oonstrootie meer zamebgesteid. Trek vooreerst doür 
het pont M de raakl^n aan de cydcnde, rij loopt evenwigdïg aan 
de koorde 06 van den beschrigvendea drlel $ ibaak /_ M'MP 20o* 
danig, dat Tang. N'MP =r — 3 Col. of Ikng. PHL'r=: 3 Cbl.GOX; 
dit geschiedt door AG te verlengen totdat 6H =:3A6 is, H met O te 
vereenigen en nit M tienè I^n MP te trekiffin ètenw^dig aan 0H> want 

dan is L'MP = GOH en T«v. GOH = ~=^ =3 Tofi^. BÖG. 

Verder is in de figuur 

2R — y == AF, 3R — y = BF, FG = k-(2Hy — y^), 
BG* = BF» 4- FG« = 9R» — 4Ry, 
3(2R— y) ,^^. ^^ ^ . GBxAF ^^, 

Zet men dos op MP van het pont M af , de helft van GI drie 
maai uit, dan vindt men het middelpunt P der ellips en is PM 
eene van hare halve middellonen; de toegevoegde loeptdoor P even- 
wijdig aan de raaklijn; om hare grootte te bepalen, beschrijft men 
op W éenen halven cirkel, trekt BK en hierop nit A eene ioodlijn 
AL; dece evenwijdig zijnde aan FK, zoo heeft men 

KL : KB = AF : BF, 
of KL : |/-R (3R — y) = 2R — y:3R — y, 

2R -^ «# 

dos KL = l^ ? ï^R (3R — y)=i», 

- .3R — V 
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of ff = 3£L^ waardoor dus de beide to^vo^e middellijiieii in 
grootte en rigtiog bepaald zijn, en de ellips verder geoonstmeerd 
kan vorden. 

Door deze constructie voor een aantal * pnnten der cydoide te 
herhalen , zat men de kromme lijn , die gevormd wordt door de 
middelpunten de^ rakende ellipsen i bij benadering kannen con- 
strueren. Voor het hoogste punt T der cycloïde is y = 2Bif 
waardoor a := = O \^ordt, en tevens' is voor dat punt 
Ikttg. 4^ := — 3 Cot. i=z 0; hieruit volgt, dat de luonlme 
lijn der middelpunten de cycloïde in de hoogste punten (T) aan- 
raakt ; zij raakt bok de as aan in het punt B , en uit de verge- 
lijking- Tcmg. il^ = — 3 Cai. kan men nu opmaken , dat zij 
steeds de bolle zijde naar de as der d? keert; want voor den top O 
is de hoek ^ regt en wordt hij steeds grooter , wanneer men van 
daar naar T gaat i tevens wordt fi steeds kleiner , en de kromme 
zal dos van B af aan steeds de as der x naderen , totdat zij in K, 
waar P evenw^dig is aan die as, haar laagste punt bereikt keeft, 
daarna zal zij zich weder van die as verwijderen , zonder dat R 
een keerpunt is. Het punt R, waar dit plaats heeft ^ kan bepaald 
worden, door in de vergelijking 

Tang. ^ =: — S Cot. <p 
te stellen ip = 180 — 0, waardoor men verkrijgt Tang. ^ := 3 Cat.^^ 

Tang. = yi, dus<^ = 60°, of ook Tang. =^ }/-^ = |/8, 

2Si* — "y 

waaruit y = } R. 

Ditzelide punt zullen wij nog op eene andere wijze terug- 
vinden , door op te merken , dat de kromme hare bolronde z^de 
naar de as der s keert , als zij tusschen B en T slechts één 
mininmm voor y^ geeft. 

Hen heeft in het voorgaande voor y^ gevonden 

y _ . » (2y - 3R) (2R - y) 

yi — y -t- 2 (y — 3R) ' 

tusschen O en 2R neemt y met oneindig kleine verschillen toe, 

men mag haar dus als onafhankelijk veranderlqk beschouwen, 

zoodat men, ter t»epaling van het minimum vooryj ^ ~ = O 

steUende, heeft 

^yi _ - <y^ -H 24Ry ^ 27R» _ ^ 
iy — 2(y-3R) ' 
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waarait men sal Tindeii yrrjR, ofyi^lRy ivaanan het 
eente het tmnimum aanwqtt, terw^I de tweede waaide onhestaan- 
haar is, omdat bï) de eydoïde «teeds y ^ 2R dient te zqn. Dat 
y =: jR werkeiqk een minimum aanwijst , lal men irinden door 

deze waarde in —: te sobetitneeren , waardoor dit tweede diflfe- 

rentiaal-qootient poaitief wordt. Verder is het «itiiiiiitfm van y^ » 
y^ = y, zoo als ook I uit ^e beschoowing der figanr , dit gevon- 
den wordt. 

Indien men niet de middelpunten der rakende ellipsen bepaalt , 
maar alleen 'de rigtiogen trekt der middellonen fi , dan wordt door 
de snijding van elke twee achtereenvolgende rigtingen een veel* 
hoek bepaald y die de kromme lijn der middelpunten overal aan- 
raakt , en waarvan deze kromme de limiet is , zoodat men , door 
een groot aantal van zolke rigtingen te' trekken , die kromme Iqn 
van zelven verkrijgt. 

Omdat de zamensmelting van de ellips en de eydoïde van de 
4« orde is en alzoo de 6« diflkrentiaal*quotienten van beide kromme 
lijnen een eindig verschil hebben , zal de ellips aan de eene z^de 
van het raakpunt binnen en aan de andere zijde buiten de 
cydölde vallen; voor dèn top is nog bovendien bij beiden het 
5« differentiaal-quotiënt gelijk nul ^ en de zamensmdting daarom 
^an de 5« orde , terwijl de dlips aldaar de eydoïde geheel omvat 
Dit blqkt uit hare vergelijking ; want die is, zoo als men gesteld 

heeft '* , (y-*)* -1 
neen ^^ ^ _- i , 

.of hierin a tz 2Ry^ ea i =r 3R stellende, 

^r , (y-3R)> _ 

12R» "^ OR* ~ 
Stdt men nu y = 2R , dan wordt s := |R|/^ » terwijl men 
bij de cydoide voor dezelfde waarde van y bedt s =: tR, := AT; 
de abseis der ellips , die op de bazis der cyddde vdt, zal dus 
grooter zijn, dan de halve bazis AT , en het verschil bedraagt 

R(} ^/6 — t)= 0.124... .R, 
waaruit men ligtd^k inziet , dat de dliptische boog voor een 
aanmerkelijk gedeelte der cydoide weinig van de cydoide zal af- 
wigken , vooral als de straal van den beschrqvenden dikd niet 
zeer groot is. 

G2 
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Die is ook Ae redoo ,. waarom mên in de figaar geene rekende 
ellips geleehe n d heeft ; men had deselfe dan naar eene grootere 
schaal moeten tedteoen , om de afWijkiog der kromme lijnen 
duidelijk xigtbear te maken. 



Digitized by LjOOQ IC 



OPLOSSINGEN 

TAK TWEl 

▲u FBIJSVM6EN vookqistblbi 

TOOft WBLKBE BBAHTWOOBDmO ^ TBB ALOBHBBRB TBtOADBBIBO TAII 

DBB JABB 1840, AANLAOBII TBB BBHALIH» YAH BBBBB FBUS 

ZIJK TOBQBKBIID AAlf HBT LID DBS OBROOT8GEAP8 

P. B. rAN HER MEULEJT. 



■i »l ^< €«3 * 



TRIAGSTUK H. 

Drie bollen liggen op een horiMoniaal vlak; men vraagt de ' 
Beschrijvende Meetkunst toe te passen, tot het vinden van eenen 
vierden bol , die mede op dat horixontah vlak Ugt, en de drie 
eerstgenoemde bollen uitwendig raakt. Bij de oplossing behoort 
hei onderzoek gevoegd ie worden, van de gevallen waarin «y 
onmogelijk sou worden, 

OPLOSSING. 

Laten de lijn AB (Fig. 23) en de cirkel PT elkander In het 
pont T raken I dan is de meetkanstige plaats der cirkels , die de 
lijn AB en tevens den cirkel PT nltwendig raken , eene parabool, 
waarvan de top in T yalti die het middelpont F van den cirkd 
PT tot brandpont heeft , en welker parameter alioo gel^k aan 
tweemaal de middellijn van den cirkel PT is. 

Om dit aan te foonen trekke men nit F eene willekeoFige lign 
FM » en nit het pont R waar deze lijn den omtrek des cirkels 
PT snijdt, eene andere lijn RVloodregt op AB; doe RV| die 
men tan willékenrige lengte neemt, zette men op RF nit^ zoodat 

II« Dbbl, II« Stuk. H 
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RD rr RV worde; daarna Tereenige mea de ponteo U en V» 
trekke RS evenwijdig met UV en stelle uit het pont S, waar RS 
de lijn KB ontmoet , eene loodlijn op AB; dan zal het snijpnnC 
H van de laatêtgenoemde loodlijn met de eerst getroUene lijn 
FM, het middelpont zijn fan eenen cirkel, die den cirkel PT 
nitwendig in R , en die tevens de lijn AB in S raakt. Want 
omdat Rü = RV is , zal ook MR = MS zijn. 

Stellende nuTS = 4?) H8 = s en FT'= r, en trekkende 
MN evenwijdig met AB| zoo is: 

FM = FR 4- MR = FT + MS = r -H «, 
FN = FT — NT = Fr — MS = r — «, 
dos «>=MN«=:FM>— FN« =(r + «)»— (f — «)« 

of , ^* = 4f«; (1) 

waardoor het gestelde bewezen is, en waardoor tevens een middel 
aan de hand wordt 'gegeven, om van de bedoelde parabool zoo 
vele ponten M te constraeren, als men goedvindt. 

Wanneer no de geheele figanr om de lijn PT omwentelt, be- 
schrijft de regte lijn AB een plat vlak, de cirkel PT eenen bol, 
en de parabool GTG' eene omwentelingsparaboloide ; en het is 
doidelijk dat het oppervlak dier omwentclingsparaboloïde alsdan de 
meetknnstige plaats zal zijn van de middelpunten der bollen ^ die 
het genoemde platte vlak en den daarop rustenden bol nitwendig 
raken. Indien de cirkel PT de verticale projectie van eoien bol» 
en AB de as van projectie ware, is het even duidelijk| dat GTG' 
de verticale projectie zou zijn van eene parabool , wier vlak even- 
wijdig met het verticale is, en die men om hare as zou^ moeten 
laten wentelen , ten einde de paraboloïde te verkrijgen, wier op- 
pervlak de meetknnstige plaats is van de middelponten der bollen, 
die gelijktqdig den eerstgenoemden bol en het horizontale vlak 
raken. 

"Ingevolge deze opmerking, komt dan de oplossing van het 
vraagstok hierop neder: 

Lateti A', B', C' (Fig. 24) de horizontale en A', B% G' de 
verticale projectiën zijn van de middelponten der gegevene bollen, 
wkr straïen alioo in grootte voorgesteld worden door A'ia,B1>,C'Q 
dad'kan men vooreerst de drie oitiwenteliDgspaniboIoïden oonstro- 
eran, die re^^tieveli|k demeetkonstige plaatsen bevatten van de 
middclpunteb'der bollen, rakende' een der gegevene bollen en het 
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horiiontale Tlak. Daar dexe pandbolmden , die wtj gemakahalfe 
A| B en C zullen noemeoi hare toppen ia de punten A'^B'^enC' 
hebben y wordt tot derzelfer oonttractie alleen Tereischr, dat men 
eyen als in Fig. 23 de verticale projectiën der omwentelende pa- 
rabolen constroere. 

Yer?olgena kan nieD de doorsneden dezer drie omwentèlingspa- 
raboloïden twee aan twee constraeren/ Hiertoe bezige 'men snij- 
dende platte vlakken, evenwijdig met het horizontale vlak. Znlk 
een vlak snijdt de beide omwentelingsparaboloïden | A en B b. v., 
wier doorsnede men oonstroeren wil, volgens twee eirLelS| die 
zich in hunne ware grootte op het horizontale vlak projecteren, 
en waarvan de stralen onmiddellijk uit de verticale projectiën der 
omwentelende krommen gevonden worden; de horizontale projec- 
tiën dier beide cirkels kannen dos dadelijk met deze stralen , uit 
de ponten A' en B' als middelponten, beschreven worden, en 
derzelver snijpunten zijn dan de horizontale projectiën van twee 
tot de doorsnede der paraboloïden A en B behoorende punten , 
welker verticale projectiën men mede dadelijk vinden kan, omdat 
hunne hoogte, en de hoogte van het gebezigde snijdende vlak 
boven het horizontale, dezelfde, zgn. Door op deze wijze een 
genoegzaam aantal snijdende vlakken te gebruiken, verkrijgt men 
met genoegzame naauwkeurigheid .de projectiën van de doorsnede 
der paraboloïden A en B; evenzoo die der parabokiden A en G , 
of B en C Wij achten het onnoodig , de uitvoering dezer con- 
stractie nog nader te omschrijven. Ia Fig. 24 zijn er de uitkom- 
sten van voorgesteld , zoodat de kromme lijnen , aldaar door het 
beurtelings gebruiken van stippen en streepjes aangewezen, de 
projectiën van de doorsneden der parabolok'den twee aan twee ver- 
beelden; wordende in die figuur de horizontale projectiën van alle 
drie die doorsneden , doch slechts de verticale projectiën van twee 
derzelven gevonden, namelijk van de paraboloïden A en G en van 
de paraboloïden B en G. 

De punten (O', O") en (0\,0'|) nu, waarin weder deze door- 
sneden elkander snijden, zijn aan de oppervlakken der drie om- 
wentelingsparaboloïden gemeen ; die punten zijn derhalve de mid- 
delpunten van bollen , die de drie gegevene bollen en het hori- 
zontale vlak raken, en die akoo aan de vratfg voldoen; terwql 
verder de afstanden O'o en 0'|0, van de vertieale projectiën 

U 2 
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O' en O'i tot de as, de werkelijke grootten van de stralen dier 
begeerde bollen zijn. 

Mogten de geconstraeerde doorsneden der paraboloïden twee 
aan twee, geene gemeenschappelijke pnnten verkrijgen ^ dan zoa 
hieruit blijken, dat ook de drie opper?lakken geene ponten ge- 
meen hadden I en dat er alzoo geen bol h^ die in dat geval aan 
de vraag voldoet 

Ten aanzi<ïn van de doorsneden der omwentelingsparaholoïden 
twee aan twee , merken wij op , dat hare horizontale projecten 
cirkels zijn; zoo als gemakkelijk valt aan te toonen. 

Nemen wij namelijk drie onderling regthoekige coördinaten- 
assen aan, zoodanig dat het horizoütale vlak dat der 4;yi en de 
as van projectie de as der a is; indien dan « en ^ de coördi- 
naten van den top A' der prabolotde A rijn, en A'a = r ge- 
steld wordt , blijkt nit (1) gemakkelijk , dat het oppervlak dier 
paraboloïde tot vergelijking heeft 

(*-«)» +(y-p)»=4f,; («) 

desgelijks behoort de vergelijking 

(^ _ «Qs 4, (y _ p/)s =, 4^'^. .... {b) 

toC het oppervlak der paraboloïde B, waarin a' en 0' de coördi- 
naten van haren top B' verbeelden, terwijl B'b r= r' is. Kennen 
wij na in de vergelijking (ja) aan s, y en z dezclfile waarden 
toe ads in de vergelijking (b) , dan behooren deze coördinaten tot 
de gemeene doorsnede der beide paraboloïden ; elimineren wij dos 
s tnsschen de vergelijkingen (a) en (£), hetgeen onmiddellijk ge- 
schiedt door die vergelijkingen in elkander te deelen, dan komt 
er, voor de vergelijking van de horizootale projectie der gemeene 

nuar deze Tergelijkiog Iaat zich gemakkelijk herleiden, tot 

, , . o "*' — •^* o r&' — r'? 

*« + y» - a ^_^ « - 2 _—- y = 

_ f' (>» + p») - r («'« + g'«) 

— "_ f, ^ »• • • • V^j 

'en rij blijkt dan onmiddellijk tot eenen cirkel te behooren, om- 
dat rij van dep tweeden graad is, geenen term met het prodnct 
snf bevat, en hare termen d?* en y* denzelfden coëfliciënt hebben. 
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Hierait volgt dat men Tan de horizontale projectiën van de 
doorsneden der paraiwloïden , slechts drie punten voor elke door- 
snede behoeft te oonstraeren ; een cirkel door deze drie ponten 
gebrag[t zal dan de geheele projectie dier doorsnede zijn. Heeft 
men door de snijding van twee dezer cirkels de ponten O' en 0'| 
gevonden , dan zal men slechts de verticale projectie van ééne 
doorenede van twee onzer pacaboloïden behoeven te oonstroereot 
om ook de ponten O' en 0'| te vinden. 

Beschoawen wij thans ons vraagstuk oit een analytisch oogpunt^ 
waarbij dan tevens blijken zal, hoe de middelpunten en stralen 
van de laatstgenoemde cirkels kannen gevonden worden, 

Fig. 25 is eene perspectivische voorstelling van den betrekke- 
lijken stand van de gegevene bollen , rakende het horizontale vlak 
in de ponten A' f B' en C' | en van den gevraagden bol, rakende 
het horizontale vlak in het pont 0'^ terwijl A, B, G en O res- 
pectievelijk de middelponten dier bollen verbeelden. Laat no, 
door het middelpont van den laatstgenoemden bol en door de 
middelponten der g<^eveoe bollen, drie verticale vlakken gebragt 
worden I dan zullen deze de bovengemelde parabolöïden , volgens 
. beschrijvende parabolen A'0 , B'0 en CO snijden. De stralen der 
bollen A, B en C achtervolgens r^ r' en r^ noemende , zullen de 
parameters der overeenkomstige parabolen A'0, B'0 en CO 9 vol- 
gens het boven bewezene 4r , 4r' en ir^ zijn , zoodat men^ OG , 
OH en 01 respectievelijk loodregt op AA' , BB'^ en CC zijnde , 
hebben zal 

OG* = 4f X A'G, OH» = 4r' X B'fl en 01* = ir^ X CIj 
nuar no is 

OG = 0'A', OH = 0'B' en 01 = 0'C, 
terwijl men, den straal 00' van den gevraagden bol jR noemen- 
de, ook heeft 

A'G = fi, B'H = iR en Cl = «; 
derhalve is dan 

0'A'» = irR^ 0'B'» = 41^^^ en 0'C» = if^R, 
waaroit onmiddellijk volgt 

0'A'» : 0'B'» : 0'C» —rif':r', 
zoodat het raakpont O' van den te vinden bol met het horizon- 
tale vlak , bepaald wordt door de eigenschap , dat de vierkantea 
van deszelft afiitanden, tot de raakpunten A', B' en G' der ge- 

H 3 
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gevene bollen met het horizontale TlaL , e?enredig rijn met de 
8tnlen yan die bollen. 

Zijn de a&tanden van de middelpanten der gegeyene bollen 
bekend, dan Lent men ook de afstanden van hnnne raakponten 
met het horizontale ylak^ stelt men namelijk 
BC = irf, Ck=B, kB = C, B'C'=:o, C'A' = i& en A'B' = c, 
dan vdgt nit de figuur onmiddellijk : 

a = y{^ - (r' - O*}, 

b = y{B* - (r - O»}, 

c = y{C* ~{r- rO»}, 
en tot de analytische oplossing der vraag komt het er das slechts 
op aan, de afitanden O'A', 0'B' en 0'G' in eene fanctie van de 
stralen der gegevene bollen en van de bekende afstanden a,benc 
te vinden; wordende dan verder voor JS/nit de reeds aangevoerde 
vergelijkingen» gevonden 

_ 0'Il'^ _ 0'B'* _ O'C» 

~ ir ~ "4^ "~ ip^" 

Beginnen wij met de meetknnstige plaats te ^bepalen van al de 
panten O' (Fig. 26)| die zoodanig ten opzigte van twee vaste ponten 
A' en B' gelegen zijn, dat de vierkanten der afitanden 0'A' eo 
0'B' standvastig tot elkander staan als r tot r'. Nemende biertoe 
het pont A' als oorsprong van onderUng regthoekige coördinaten , 
en de lijn A'B' als as van abscissen aan, zoodat A'Q = ^r en 
0'Q = y de coördinaten van het pont O' zijn , dan is 

0'A'> : 0'B'* =ri r^, 
dat is: A'Q* -f- 0'Q« : B'Q* + 0'Q» = r : r', 
of S?* + y* : (c — ar)* + y» =: r : r', 

vaarnit na behoorlijke herleiding gevonden wordt 

s.+y.-2^. = -^j.. .(3) 

hieruit blijkt , dat de gezochte meetkonstige plaats een cirkel is , 
en wel dezelfde cirkel, dien wij boven vonden tot horizontale pro- 
jectie van {Ie doorsnede der beide paraboloïden , wier toppen in 
A' en B' vallen. Want stellen wij, in de vergf^lijking (2), « = O, 
|3 = O, ft' =: c en ^' = O, ten einde ook daar den oorsprong 
in het punt A' en de as der s door het punt B' te brengen , dan 
gaat die vergelijking (2) juist in de lan f stge vondene vergelijking (3) 
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over. Door bij ell lid derzelve het Tierlant van den halven coëf- 
ficiënt van w op te teUen , Lan men baar écbrij?en in den vonn 

^raaruit dan blijkt, dat de cirkel, dien zij voorstelt, tot 

straal heeft ^ en dat het middelpont diens cirkels tn de l^n k!V 

of haar verlengde op den afstand van het pont k! gelegen 

is. Indien dos M het middelpunt van dezen cirkel voorstelt, heeft 

_- TC 

men A^IU = > 

r — r 

Om dezen cirkel te oonstmeren , kan men op de vozende wijze 
te verk gaan. Beschrijft men namelijk op eene lijn , gelijk aan 
de som der stralen r en r' , eenen halven cirkel (Fig. 27) | stelt 
men nit het punt vaar deze stralen zamengCToegd z^n eene lood- 
lijn op de n^ddellijn, en vereenigt men het pont, waar deze lood- 
lijn den omtrek ontmoet, met de niteinden der middellijn ^ dan 
verkrijgt men twee koorden k en A', die tot elkander staan als 
\/r tot p/'r'. Rigt men na (Fig. 26) uit A' en B' loodlijnen op 
k!V op , die respectievelijk gelijk aan ^ en A' zijn , (en wel uit 
een dezer ponten , b. v. nit k! , aan weerszijden) dan zal men 
slechts de toppen dezer loodlijnen behoeven te vereenigeni om^ 
door de snijding der vereenigingslijnen met de lijn A'B' en haar 
verlengde , twee ponten P en P' te vinden, die* tot den verlangden 
cirkel behooren ^^want volgens deze constructie is 
A'P:B'P = A:*'=:i/r:|/r'; A'P' : B'P' = A : *' = |/r : l/T* 
of A'P* : B'P* = A'P'» : B'P'* — f x ^ -, 

en daar hu het middelpont H van den verlangden cirkel, even als 
zqne ponten P en P' , op de lijn A'B' of haar verlengde moet 
liggen y zal een cirkel op PP' als middell^n beschreven , de be- 
geerde z^n. 

Het is doidelijki dat men op gelijke wijze den oirkel kan 
coDStraeren, welks omtrek de meetkonstige plaats is van de pnnten, 
die de eigenschap hebben | dat de vierkanten hunner afstanden tot 
de punten A' en C' evenredig zijn met r en r' ; dat deze cirkel 
dan weder de horizontale projectie zal zijn van de doorsnede 
der beide paraboldïden , die A' en C' tot toppen hebben^ en dat' 

H 4 
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dece tweede óAd , door zijne t&ijdiog met den op PP' beechie- 
▼enen , de begeerde ponten O' of 0'^ zal doen kennen. 

Daar wij echter deze tnijpnnten analytisch wenschen te bepalen, 
zdlen wij ook Tan dien tweeden cirkel de vergelijking , ten opzigte 
der reedf aangenomene assen ^ opmaken. Laten alzoo A'N = m en 
CN = fs de coördinaten Tan het bekende pnnt G' zijn, als 
wannéér men heeft 

2«fi = A' + o* — a* en m* + «* = i&* , 
dan Is hier O'l'» : O'C* = r : r', 

dat is: A'Q» + 0'Q* : CS» + O'S» = r : f\ . 

of «* + y*-: (« — y)* + (m — ar)* = r : t^, 
waarmt na behoorl^ke herleiding, en door h* in plaats van m' + fi» 
te schrijfen, gevonden wordt de Tergelijking 

*» + »»- 2 — — , * - 2 -_-y = ---_^(4) 



r 



r-r*^— f — i^^ 



welke tot den bedoelden tweeden cirkel behoort Bij hare leden op- 

«d»-*' (r^)* + (rr7>)*= (r—p)'» -^^ «^ 

na herleiding 

{-7^}V{»-,-^r={;^j'> 

deze cirkel heeft dos -j^ tot straal , en zoo M' zijn middel- 

pont voorstelt, zijn de coördinaten van dat pont, hetwelk nood- 
zakelijk op het verlengde van A'C' moet liggen , 

A'E = -Ï^. en EM' = -^. 

Ten overvloede kan men nog den driiel beschoowen, welks om- 
trek de meetkonstige plaats is van de ponten, die de «genschap 
iiebben, dat de vierkanten honner afstanden tot de ponten B' en 
C' evenredig zijn met r' en r'; de straal en het middelpont van 
dezen derden cirkel konnen volmaakt op deielfile wijze als die van 

a^^r'f' 

tweeden bepaald worden; zoodat z^n straal blijkbaar is -j %, 

terwijl men voor de coördinaten van z^n midddpont M' zal vinden 

A'F = —^ — en FM^ = -, „ 
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zijnde dit midddpnnt wederdb op het verlengde van B'C' 
gelegen. 

Deze derde cirkel zal nataorlijk door de snijponten O' en 0\ 
der twee eerste cirkels moeten gaan, waarmede in verband staat , 
dat de drie middelpnoten M| M' en M' in eene regte Ujn liggen. 
Deze laatste omstandigheid kan overigens uit de reeds berekoide 
waarden blijken; immers is 

CD dos EM : FM = : -^ : 

r — r f^ ^^ r"^ 

miar uit EM' = ^ . en FM' = 



r* r' — f^ 

volgt almede EM' : FM' = — 1— : , ^ „ 

r ^^ r r '^ r 

en derhalf e is EM : FM = EM' : FM', . 

welke e?enredigLcid niet bestaan kan , tenzij de ponten H ^ M' en 

M' in eene regte lijn gelegen zijn. 

Ter bepaling on der punten O' en 0'| , die dé snijpunten zijn 
der cirkels , door de vergelijkingen (3) en (4) voorgesteld , hebben 
wij slechts die vergelijkingen ten opzigte van o; en y op te lossen. 
De waarden, die hierdoor voor :p en y gevonden worden , zijn 
dan de coördinaten der genoemde ponten. Trekken wij aanvan- 
kelijk de vergelijkingen (3) en (4) v£in elkander af, dan verkrijgen 
wij f na deeliog door r , 

2[ j 3f* — 2 -y = ,^> -, . (5) 

hetgeen de vergelijking is der regté lijn, die door de ponten O' en 
O'i gaat; er blijfk dan over, de waarden van :p en y uit de ver- 
gelijkingen -(3} en (5) op te lossen. Stellen wij daartoe gemakshalve 

T — ^ — ü', r' — f^ = d en r^ — r=zd', 
dan' verkrijgen die vergelijkingen, na verdrijving der breuken , 
de meer eenvoudige vormen 

d' («> 4- y«) — 2rcx=: — rc^ (6) 

en 2 {cd' + md') x 4- 2nd'y = c^d' -j- bH\ . . (7) 

U 5 
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Zoo wij nogmaals ter bekorting stellen 

cd' + mdr =zg en c*d' + hH" = 2A, 

Tolgt nit (7) onmiddellijk 

^ — 8* /o» 

y = ^t y (8) 

dese waarde van y in (6) OTerhrengende, komt er 

of na behoorlijke herleiding 

,. _ 2 ?i±J^ . + *l+-!ï^ïï!^ = O; 
g« + ««d*» * ^ g» + «»d'» ' 

biernit « oplottende , Tidden wij 

waarvoor wij, omdat 2A — yo = o*d' + i**** — c (cd' -+- md^ 
:^ (A* — em) JP ta r — d'=:r'i», ook kannrn •chriJTea 
gh+rcn*d'±nd^l^{tgc{b*—iim)+rr'o*n*—h* } 

'= g»+n*d'* -^^^ 

en brengen wij deze waarde voor x in (8) over, dan komt er 
na herleiding 

A«ii»_ f^cn qiyi/' [rj^c (6»— cm)+rr'c»n»—A* } 

*= l^^T^^* ^^^'^ 

Door middel dexer formulen (9) en (10) kan nn de waarde 
van 0'A'^ ^=z s* + y* gevonden worden; gemakkelijker echter 
is het nit (6) af te leiden » 

ro (2s — c) 
^* + y* = — ^^^i '> 

en hierin voor x de waarde (9) over te brengen; wij vinden 
dan vooreerst 

g{U -g-c) + cn»d^{2r- d')± 2nd'i/' { } 

2s — = ; 

g*+n*d'* 

verder 2A — ge =: {b* — cm) d' sabstitnerende , wordt de 
teller door d* deelbaar, zoodat wij, tevens opmerkende dat 
2r — d' = 2r — (f — r') = f + r' is, verkrijgen 
2x-c j'(6»-cm)+cfi«(r+r')±2n|/ {fgc(ó*-cm)-|-fr'c*n*— A» } 
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waardoor vij dan hebben 

^ F^H^iï^ : '^"^ 

dienende na deze Torm nog behoorlijk herleid te worden. 
Uit 2em =: A* ■+ c* — o* 'olgt Tooreent: 
b* — cm = i(a» + b* — e*), 
en Terder 

go = {ed'+mie)o=:e*d' + cmd'=c*d'+i{b* + c*—a*)d' 
= c> (f»— r) + i (*• -f c» — o*) (r — f^ 
= _ jr(a» H- c» — i«) — 4^(4» + o» — o») H- r'c», 
zoodat w^, door het prodoct dezer waarden te nemen, vinden 
ge {b* — cm) = — Jr(a» -- 4» — o* + 24*c») 
— ir* (4» .^ o* ^ c* + 2a*c*) 
+ K(2a*o* + 24>c» — 2o*); 
omdat m* + M* = b* is, hebben wg 

c»n»=c«(4»-«*)=i{44»o«-(2cm)»}=i{44»c»-(4»+c»-a«)»} 

= j(_a*— 4»— c*+24»c»-+.2a»c»+24»c»)j 
omdat 2* = e*d' + 4*d* = c*(r' — r) + 4» (r — r^ i«, 
hebben wij 2A = r(4* — o») — r'b* + r»o», 
en *» = ir» (4* — 24»c* + o») H- ir'»4* + if»»o» 
+ in' (24*c» — 24») + irr» (24»o» -- 2o*) — Jr'r» (24»c»); 
hierait vinden wij danr vervolgen* 

rgo (4» — cin) + rKc»!!* — 4» = 
=:i(_ r»a»__ ,/»4*— r'»c*+ 2r'r'4»«»-h2fT'a*«»+2fr'a»4»), 
en ge{b*—em)^o*n*{r+r^z= 

=:i{ra»(4»+c»— a»)+r'4»(o»+o»— 4»)-H'c»(a»+4»— «»)); 
eindelijk is nog 

g*+n*d'*=(ed'+mée'(*+(b*—m*y*=c*d'*+2omd'd'^*a'* 
=c'(r'— r)»H-(4»+o»— a*)(f'— r)(r-r')-fA»(r-r')» 

=o«(r~r')(r-,^4>(r'— f)!!^— f^»(f'— rX»*— r»). 

Wanneer wij dat de faovengevondenc, op eene sjTmetrieke wijze 

nit de gegevens samengestelde , nitdrakkingen , door enkele letters 

aanduiden , en alzoo stellen ; 

m»{b*+c*—a*)+f'b\a*+e*—b*)+t'c*{a*+b*—e*)=M, 

«i(r— rO(r—r^+ 4V — '•)(»^ — Ó+ «*(''—'•)(''— ♦•')=*' 
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_r«a»— r»»**— r'»c» + 2r'r»A»c«+2fr'a»c»+2ry'a»A»= y, 
_ o» _ J» _ c» + 2i»c« + 2a»c» + 2o»i» = t, 

dan u: ^o (6* — cw) + c»n* (r + r^ = iif, 

y{rgc (*» — cm) + fr'c*n* — A*) = i|/r, 

waardoor wij voor de herleide waarde Tan 0'A'^ volgens (11) ver- 
krijgen 0'A'« = r ^ =*= ^^' 



das is 0'B'> = W 

O'C» = f» 

en . R = 



2Pf ' 
if ± yTt 

M ± l/Ti 
2N ' 
M±i/Jï 



(12) 



(13) 



8iV 
terwijl de formnlen (9) en (10) overgaan in 

_ 2gh + IrcnH" ± nd'yT ^ 
^ ~ 2N 

_ 2^^ - 2rgcn T gr^f j 
^ ~ 2/V 

Door het oitbrengen dcser formulen, waarin de bovenste teekens 
tot het pnnt 0'| en de benedenste (ot het pnnt O' behooren y is 
nn ons vraagstuk analytisch opgelost De constructie , die att 
deze analytische oplossing voortvloeit, laat zich kortelijk aldus 
samenvatten : 

Indien A', B' en C' (Fig. 24) de horizontale projectiën zijn 
van de middelpunten der gegevene bollen, wier stralen respectie- 
velijk zijn ff W en r*; beschrijf dan (op de in Fig. 26 aange- 
wezene wijze) den cirkel | de meetkunstige plaats bevattende der 
pnntcny wier afstanden tot k' en B' evenredig zijn met \/r en 
l/r' \ beschrijf desgelijks den cirkel , in welks omtrek de punten 
gelegen zijn , wier a&tanden tot k! en G' evenredig zijn met \/r 
en l/f* \ de snijpunten O' en 0'| dezer beide cirkels, znllen de 
horizontale projectiën zijn van de middelpunten van twee bollen, 
die aan de vraag voldoen. Construeer verder eene derde even- 
redige tot r en iO'A', en zet haar op eene lijn, uit O' regt- 
hoekig door de as van projectie getrokken , boven de as uit, zoc- 
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dat oO' gelijk aan die derde evenredige is; maak evenzoo ofi'^ 
gelijk aan eene derde evenredige tot r en ^O'^A.'; dan zdlen O' 
en O'i de verticale projectiën van de middelpnnfen der gevraagde 
bollen zijn, die respectievelijk 0'o-en 0*|0| tot afralen hebben. 

De oplossing der vraag zal alleen dan onmogelijk worden, 
wanneer de aitdmkkingen yTï en y^T onbestaanbaar zijn; en dit 
hangt, in de onderstelling dat i niet gelijk nul is, alleen van T 
af. Immers de nitdrokkingen door i en T voorgesteld, laten zich 
in vier factoren ontbinden, zoodat men heeft 

i=^{a + b + c){a+b — c){a'^.c—b){b+C'^a) 
en T=(a^/^r+i&f/r'+c^/^r^(aj/r+i&f/r' — cj/r') 

{a\/r+cyf^ — b]/r') {byr'+ey^r'-'ai/r) ; 
daar na a ^ i& en e de zijden van een werkelijk bestaanden drie- 
hoek zijn , welks inhoud door ^yt wordt aitgedrokt , is I zeker 
positief, en das (/"Tt bestaanbaar of onbestaanbaar, naar gelang 
T positief of negatief is. Maar tot de bestaanbaarheid van dca 
genoemden driehoek, dat is, tot den positieven toestand van #, 
is het noodzakelijk en voldoende, dat de grootste zijde kleiner z^ 
dan de som der beide anderen ; nit de overeenkomst der beide 
bovenstaande aitdrukkingen blijkt dos onmiddelijk, dat het ook 
tot den positieven toestand van T noodzakelijk en voldoende is, 
dat van de drie waarden door ai/r , byr^ en ei/'i' voorgesteld ^ 
de grootste kleiner zij dan de som der beide overigen. Indien 
de grootste gelijk aan de som der beide overigen mogt zijn , zon 
slechts 7=0 worden, zonder tot eenige onbestaanbaarheid aan- 
leiding te geven; zoo wij dit in het oog honden, en tevens voor 
a, & en c derzeher waarden m Ay B tn C aitgedrakt sobsti- 
toeren, komen wij ten laatste tot het beslait, dat het tot de 
mogelijkheid van de oplossing des voorstels noodzakelijk en vol- 
doende is , dat de drie waarden , door de uitdrnkkingen 

voorgesteld, ieder op zich zelve bestaanbaar zijn, en dat de 
grootste dezer drie waarden niet grooter dan de som der beide 
overige zij. 

Liggen de middelpnnten der gegevene bollen in een zelfde 
verticaal vlak , en das de horizontale projectiën A.', B' en C' van 
die middelpanten in eene zelfde regte lijn, dan ontstaat het bij- 
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zondere geval , waarin t r= O 1$^ Besdionwen wij b. ▼• het ge- 
Tal , dat het pont €' op de jgn A^B' tnascken de punten A' en 
B' ligt , dan ia c =: a +.b 

waaruit daidelijk volgt; 

m zzz b, n = en < = 0^ 

yerder wordt in dit geval ; 

= _a(r— r^)— i(f'— 0=— ar— ir'+Cf^, 

=;«. a*r — A V+ c V— 2a»o 
iM=gc{b^--cb)::r{b — c)bcg = — abóg, 

N=g' , 

M ^ — abcg abc abc 

2ÏV~ g^ —Il^—ar+br'—cr^'' 
waardoor de formolen (12) en (13) geven: 

0'A'« 



abcr 



ar + br' — ct^' 

abcf^ 

0'B'« = -—— -7, 

ar + br' — er 

abcr" 
ar -i- br' — ar 

R= ^*^ 



4(or + i&r' — cr^' 



_ h _ a^r + i&V — oV + 2abr 
"" —g — ^' or-h^r' — iJf^ ' 

y = T -^ = ± i-: 



^ ~ "^ '''ar^br' - cr^ 
Hier verkrïjgen alzoo R en s ieder slechts ééne waarde, terwijl 
y twee waarden verkrijgt , die even groot , maar tegengesteld ran 
teeken zijn. Het is dan ook daidelijk , dat er in dit geval twee 
bollen van gelijken straal moeten zijn, die aan de vraag beant- 
woorden 9 en zich aan weerszijden bevinden van het verticale 
vlak I dat door de middelpunten der gegevene bollen gaat. Ook 
nu wordt tot de mogelijkheid der oplossing niet anders dan de 
bestaanbaarheid van yT gevorderd ] want zoo T positief is , 
heeft men a\/r -f- ij/'r'' > c|/'< 
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ea dus a*r + 2abf/fr* + AV > e^f^i 

maar omdat altijd r+r'} 2$/fr', tn dus ook ab{r'{' r') > Zabyrr^ 

is, heeft men als de Toorgaande roorwaarde Termld is, zooveel 

te meer a^r + ab {r + r^ + b*f* > cV, 

dat is {ar + br') {a + b) y cV, 

of, door (a + A) z= c doelende , 

ar + Af' > cr^; 
derbahe is dan niet alleen de waarde van R , maar bok die wan 
O'A'^ , OV^ en 0'C> positief, zoo als tot de >8taanbaarheid 
Toreischt wordt 

Passen wij tbans de formnlen (12) toe op het geval , dat de 
gegevene bollen even groot zijn. Zoo wij daartoe r^ z=i t^ i=z r 
stellen , hebben wij , volgens de uitdrukkingen p die door de let- 
ters M, T,i en N zijn voorgesteld goFCxrden, M :=: ri, T ziz rh 
en JV = 0. Hierdoor wordt 

^_ n±rt ^ dat is R= oo of « = J, 

.zoodat van de beide waarden van R de eene oneindig groot 

wordt» terwijl de andere door onie formnlen in eenen onbepaalden 

M -4- l/Ti 
vorm wordt aangewezen. Dit R = ^^ z=: oo, volgt, 

zoo als met den aard der zaak overeenkomt , dat er in dit geval 
slechts éën bol aan de vraag voldoet, welks straal door de nitdrok- 

king R = 21v ^^ worden aangewezen, indien die uit* 

OiV 

drukking niet den onbepaalden vorm ~ aannam. Zie hier nu , 

hoe de waarde van dien onbepaalden vorm gevonden wordt. 

Yermenigvuldigen wij vooreerst teller en noemer met M+ \^Tty 

^ . . » if » — n 

dan komt er /£ = ^^. ._, -— ; 

M {M +. yTty 

zoodat het er nu op aan zal komen te doen zien , dat if ^ — It 
door N deelbaar is , als wanneer na het weglaten van dien ge- 

meenen ftctor, het gebroken niet meer den vorm ^ zal aannemen, 

indien meq de stralen der gegevene boflen aan elkander gelijk 
stelt. 
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Se aildrakkiog , die door M ?oorges(eld is , tot de tweede magt 
▼erheffeüde, komt er 




maar lettende op de .nitdrakkiDg» die door i ia voofgeateMi 
\atïi men blijkbaar 

(6» + c» — a«)« = 4fcV — t, 
a* -*. 6* — c* + 2fc»c» = I _ 2oMfr* + c» — «»), cm., 
en derbal ve kannen wij yoor de waarde van M^ scbrijven ^ 

!r>a*(46»c»— <) + 2r'r^**c«(/ — 2fl>(6>+ o»— «»))) 
+r^*c*(4a«i*— O + 2fr'a«fr»(« — 2c»(a«+ 6«— e«))) 
elk der zea termen ^ waamit deze nitdrnkking bestaat , kan men in 
twee termen verdeelen , waarvan de eene den factor I ^ de andere 
den &ctor ia^h^e^ be?at^ al de termen ^ die I bevatten, Tcreeni- 
gende^ TCrkrijgt /juist tot coëfficieot de nitdrnkking, die wij door 
7 bebben voorgesteld ; bierdoor ontstaat een enkele term n, 
dien men in bet voorste lid der vergelijking kan overbrengen, 
waarna men tevens die vergelijking door 4a' 6* o* deden kaDj . 
dit geeft dan 



_-J = H- r'»6« _ rr- (a« + c» - é«)[, 
» " (+ r'ie* -~ rr> {a* -^h* — «*)» 

in scbr^Teo 

{o* (r* + r*»* — fT* — fT*)} 
-h i» (r** H- ft* — r'»*— rrÓf; 



waarvoor wij ooL kannen schrijven 

maar na it het tweede lid joitt gelijk aan de nitdraULing , die 
door N it Toorgetteld geworden , en derhalve hebben wq 

Jf« — K „ . M* — Tt 

^- = N of — • — fl*&*c* 

zoodat de laatstgevormde uitdrukking voor R overgaat in 

-2(11 ^^^j/y 

Stellen wg hierin f' = V *:= r, dus ÜT = W en J = f *^, 
dan vinden wij voor dit geval : 
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R = 



4ri ' 



i = 16/* en p = 



en dus 0'A'* = 0'B'* = O'C» == 

I 

Indien / de inbond i» van den driehoek, die a, ^ en c tot 
xijden heeft, en p de straal van den cirkel, om dien driehoek be- 
schreven, heeft mén de bekende formulen 

abo 

en in het laatstbeschonwde geval is dns ook 
_ an^c^ _ p» 

en 0'A' = 0'B' = 0'C' = p. 

Lagen bovendien de middelpunten der gegevene bollen in de 
hoekpunten van een gelijkzijdigen driehoek, zqodat a = & = c 
was , dan werd a^b^e^ = a* , / = 3a* en dos 

en 100 na nog bovendien de gegevene bollen elkander raakten , 
zoodat men had a = 2r, zon men hebben 

« = |r. 

^ Deze laatste uitkomsten kunnen ook gemakkelijk regtstreeks 
gevonden werden. 

TRAA6STUK I. 

Een vai heeft de gedaante eener oniwenielt$igtparabolo%de ; 
de 08 staat verticaal , en' in den bodem , welks laagste punt 
tevens de' top der paraboUnde is, is eene horisontcde cirkel- 
vormige opening. Men vraagt: in hoeveel tijd het vai^ tot 
eene Mckere hoogte mei water gevuld s^nde , ledig jsal loepen, 

OPLOSSIICG. 

Gelijk bekend is, wordt de watermassa if , die onder eene 
standvastige drukhoogte in t seconden uit eene qpening loopt, 
waarvan de vlakke inhoud a is, uitgedrukt door de formule 
M = Mty2gh , 

H« Deel , II* Stuk. I 
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zijnde hierin k de standTasüge hoogte van den vatenpiegd bofen 
de opening I g de verm^Uing der cwaartekradit, en «reen door 
proeven f e bepakn eoëffidënt, die van verachillende omatandig- 
faeden afhangt. 

YerondersteOende dan, dat het water in het péraboUaehe vat 
MAN (Fig. 28) tot op éene hoogte AB = A staat, en door eene 
in den top A aanwezige opening ^ welks middellijn dis, nitvioett; 
indien dan de waterspiegel gedurende den tijd i eene daling 
BC = a? ondergaat , zal hij in het opvolgende tijddeeltje it eene 
daling IS^ ondergaan. Gedurende dit tqddeeltje }H mag de int- 
yloeijing aangemerkt worden als onder eene standTastige drak- 
. hoogte AG z=: A — - ar 'plaats te hehbenj de watermassa iM, die 
in het tijddeeltje it uitvloeit , woidt dos volgens de aangehaalde 
formule gevonden, zoo wij daarin M door iM, i door ^1» A door 
A — /r en o door i^rd^ vervangen, hetgeen geeft 
HM = iawd^itl/2g{h — *). 
Maar de watermassa, die in het tijddeeltje ^# uitvloeit^ mag 
ook aangemerkt worden als een cilinder, die is tot hoogte heeft 
en waarvan een cirkel, GD tot straal hebbende > het grondvlak is; 
zoo w^ das den parameter der beschrijvende parabool jft noemeo, en 
bijgevolg CD* = /) X AG = ƒ> (A — ») i»i hebben wq ook 

afif = jr X CD* X 2^0? = siy (A — a?) isp 
en door de beide waarden van }IM aan elkander gelgk te stellen, 
hebben wij alzoo de vergelijking 

iaxd*ity^ (A — a?) = siy (A — #) 2fap, 
4» 
waaruit volgt Ü = ^t^ 2f«k"(* — *) 

Stelt men hier A — « = «; das Hs ='— ÜMp dan vordt 

/Jf»|/(A - *) = - fzh» = — I»* = - tK* — »)*, 

en bggerols * = J^ {<? - M* - *)*}. 

Neinen wij nu deze integraal tnsschen de limiten « =r O en 
jT = A, tóo komt er, voor den gevraagden t^d, - 

2p|/2 ^ ,. 4 pA 2A 
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waarrow men ook nog kaa adu^fm 

1 EF* 2AB 

Zq tot een vooibedd : 

A =: 0,6 d, 
d == 0,01 el| 
• p = 0^ d^ 
g = 0,812 dé 
a == 0,e2| 
zoo vbdt men 

, - *>;0;ixO^ ^ = 902^ «c. = 16 «in. 
3 X 0,62 X 0,0001 *^ 9^12 '^ 

nage&ocig. 



I 2 
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OPLOSSING 

TAV »9 
AU PRIJSVBAA6 T0OIOB8TBLD 

VOOI WILKS BlAHTWOOlDIKOi TBA ALGIHIIlTB YBIQADKMIRG T15 

DIB JIBI 1846| BBBB A15LA0B TBB BBnUIBO YAlT BinV 

VBIJ8 18 TOBSBKBITD, lAB HBT LID DB8 GBBOOTSGITArs 

F. A. T. B E LP RA T. 



YRAA^GSTÜK K. 

Eefkt horisoniaie onbuigbare plooi rmi op v^f êteunpunieii , 
die zoo geplaaUt Mffn, dai »^ door de hoekpunten van eenen 
regelmaUgen vyfhoeh ABCDE kunnen voorgesteld worden. Elk 
dezer ry/ steunpunten kan niet meer dan een bepaald draag- 
vermogen uitoefenen , waarvan de hoegrootheid voor het punt A 
door P p voor het puni B door P (1 -f- 1/5) , voor het punt C 
door 2P (1 + ;|/^5) , voor het puni D door 2P , en voor het 
puni E door SP wordt m^edruki. Wanneef mi d/e genoemde 
plaat f in het snijpurU der diagonalen AD en BE, eenen last 
moet dragen , wil men de grens vinden p welke die last niet 
overschreden kan, zonder het bezweken van een of meer der 
steus^mnien te veroorzaken. Hierby onderstellende^ dat de dikte 
en het gewigt der plaat te gering z^, om in aanmerking 
ie komen. 

opLossma. 

§ 1. Laat iFig. 29 den bedoelden vijfhoek voontellen , en al- 
zoo ingeyolge de opgave N het pont zijn , waar men de grootat- 
mogelijke belaating wenscht aan te brengen. 

De gegevene uiterste draagTermogens in elk der aCeonpmiten A , 
B; G, D en E korlheidAalve door S^^ j5,, 5„ S^ en S^ wor- 
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•tollende ; en hen als e^en loovele evenwijdige kracHten loodregt 
op het yïak ie$ Teelfaoeks aai^emeiide , sal de grootte en het 
aangrigpingspnnt van hnnne resultante Q bepaald Lumen worden 
door de bekende ?ergcUj kingen 

*•- s(^'>- . . (1) 

" - SÖ^'J 

waarin ^{S) de som der krachten S^, S^, eni., ^(pS) en 
S (g5) de sommen van hare momenten , ten opzigte van tweo regt- 
hoekige assen in het vlak des veelhoeks, en m en n. de coördi- 
naten van het aangrijpingspunt harer resultante , ten opzigte van 
die assen, beteekenen. 

$ 2. Voor deze assen zullen wij de l^n AE, benevens do lijn 
CL aannemen; zijnde CL uit het hoekpunt C des veelhoeks door 
het punt N getrokken', en dus loodregt op AE» terwijl deze CL 
almede den diagonaal BD in deszelft midden H regthoekig snijdt. 
Door de som der gegevene uiterste draagvermogens te nemen , 
hebben wij Tolgens (1) vooreerst 

$ = £(5) = »P(3 + |/6)i 
voorts is, ten opzigte van de as A.E, 

_ ML X {S^ + S^) + Chx S^ 
«•— S(5) 

_ ML X P (8 + k^g) + CL X 2P (1 + yS) 
— 3P(3 + 1^6) 

2 1 H- 1/6 

eii| ten opzigte van de uXiL, 

— AL X iSi + BM X ig, — DM X jg^ — EL X ^t 
"- X{S) ~ 

AL X jS, - S,) + BM X jSt - S,) 

— ■ £(-S) 

AL X ir- 2P) + BM X P(-- 1 + ^/p) 

— 3i'(3,+ >^6) 

— — 2AL + (- 1 + t^5) X BM 

— 3(3 + ►^5) ' 

I 3 
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maai do xijdd des vgflioeks a noemeDde^ it demUs èagaoÊÊl 
ia(l + \/S)i dat hebben v^ , omdat AF = DE = « is, 
AC j AP = BP : AE = i(l + ^^6) : 1, 

alamede CL : HL =: AG e AF == i(l + k^6) s 1 
en BH t AL = BD ( AS = 1(1 + 1/^5) : 1; 

hierait Tolgt 
CL = i(l + l/B) X ML, BM = i(l + yS) x AL, 
en door deie waardeo toot CL en BH te sabstitaeren , komt er 

m = BIL en n = O, 
waaruit blijkt, dat het aangr^piDgspiuit der bovengeDoemde resul- 
tante 9 juist in het pont M valt. 

§ 3, Daar na dit aangrijpingspont niet samenyalt met het 
gegeven aangr^pingspant N der gevraagde grootstmogelijke belas- 
ting Lf moet ook noodzakelijk die belasting L kleiner t^n dan 
de genoemde resoltante Q^ dat is, wij moeten hebben 

£ < <? of i < 3P{i + 1/6); 
al de steanpanten kannen dos, als de last in het, pont N «Ofdt 
aangcbragti niet op het oiterst belast blijven, en de vraag Is 
alzoo teraggefangt tot die» om eene belasting, in N werkende» 
aoodanig over de steanpanten te verdeden, dat daarbi] geen der 
steanpanten overbezwaard zij,. dat daarbij ook geen der steanpanten 
eene negatieve drakking onderga, en dat tevens de som der weder- 
standen door de steanpanten geboden, of wat hetzelffile zegt, de som 
der krachten , die deze wederstanden kannen .vervangen , zoo groot 
UH^eliJk blijve|tds zqnde die som altijd gel^k aan de in N wer- 
kende belasting. Of wel , in andere woorden, wig zollen moeten 
trachten, door de kleinstmogelQke vêrminderipg der krachten S, 
hare resoltante , die dan gelijk en teg(^ngesteld aan de gevraagde 
grootste belasting L zal wezen , nit H in N te brengen. 

Hiertoe dieoen de volgende beiMshoawingen. 

$ 4. De verminderingen, die de i9tente wederstanden of de 
krachten jS moéten ondergaan, opdat hnnne. resoltante nit HinN 
kome en gelijk aan L zij , kannen w^ ons voorstellen als te ont- 
staan door krachten 9 op de steanpanten in tegengestelde ng- 
ting der wederstanden en das^ in dcaelfde rigting als de last L 
werkende. Deze krachten S* mogen echter nimmer grooter ge- 
nomen worden dan de tot hetzelfde steonpant behoorende krach- 
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tea Sf daar wij uit den aard der zaak op geen der ateonpunten ' 
negatieTc droUingen knnneo toelaten. 

De reaaltante der genoemde krachten S' door R* voorstellende, 
ii dan' L = %{S)- ZiS') = Q ^ R'\ .^. 

of L + ï:{S^=z'L + 11' = Cj ]• • • ' ^^' 

om £ soo groot mogelijk te laten blijven , zal das R' zoo klein 
mogelijk moeten vezen } zijnde bet verder, daar de drie even- 
wijdige krachten £, £' en |^ met elkander evenwigt maken, 
daidelijki dat dk dier krachten gel^k en tegengesteld aan de 
lesoltante der beide andere is, en dal hare aangrijpingspanten in 
dezelfile regte lijn. CL moeten gelegen zijn. 

§ 6. Wg heU>ea alzoo in het v^ik des veolhoelü eene lijn CL 
(Fig. 30) , waarop deze drie evenwijdige krachten loodr^t werken » 
waarin de panten M en N gegeven zijai terwijl ook de grootte der 
kracht Q , in M werkende, bekend is, en waarin na een pont N' 
zoodanig moet gekozen wordeti, dfit eene aldaar werkende kracht A' 
zoo klein als mpgelijk aj, om met Q en met eene in N werkende 
kracht L evenwigt te maken« 

§ 6» Ik rigtingen in aanmerking nemende, volgens welke de 
genoemde krachten hier moeten werken , volgt al dadelijk ait de 
eerste gronden der statica: 

1^. dat de panten Ii' en N aan weerszijden van bet punt H 
znlien moeten, liggen ; 

2^. dat wijzallen moeten roldoen aan de veigelijking 

NMx C = NN'X ^'i (3) 

S^« dat bggevolg Mli' zoo groot mogelijk zal moeten genomen 
worden, opdat R' zoo klein mogelijk zij^ waaibg nog valt op te 
merken 

4^« dat, R* geleverd wordende door krachten S* in de stenn- 
panten, het aangrijpingspant N' niet boitcn de grenzen van den 
veelhoek zal konnen vallen, 

§ 7. Ingevolge dit alles na, zoaden wij, ingevalle I^ eene 
der veelhoekslijden BC of CD sneed , de beide stennponten C en B 
of C en D zoodanig moeten verligten , dat i$ : in <)ie ponten zoo- 
danige kraehten 8* aangebragt denken p dat daardoor in het sng- 
pont van IX! met de veelhoekszijde eene resultante £' van dio 
krachten S' ontstond, dio aan de veigelijking (3) kon voldocn« 
Maar 'omdat hier , wegens de bijzondere waarde en gesteldheid der 

•I 4 
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gegevens, LC joiAt d^ een der «tennpunten, nunelijk door C, 
gaat f sollen w^ aanvankelijk moeten beproeven of het mogelqk 
nj I door het verligten van £ alleen en zonder aldaar eene nega- 
tieve drokkuig voort te brengen ^ aan de vergelijking (3) te vol- 
doen* Alsdan zal NN' zoo groot mogelijk zijn , en bovendien kan 
men nimmer door het gelijktijdig verligten van B en G, of van 
D en C» eene resaltante R' dier verligtingen in C of in de lijn hC 
doen ontstaan. 

§ 8. Het verligten der steonponten B en D, terwijl men C 
volkomen belast laat , kan niet baten. Immers zoo men B en D 
verligt, valt het aangrijpingspnnt van de resaltante R* dier ver- 
ligtingen in H, terwijl het in C valt, wanneer men C alleen ver- 
ligt; in het eene geval veri^rijgt alzoo NN' eene kleinere, en dos, 
om aan (3) te blijven voldoen, R' eene grootere waarde, dan in 
het andere geval» Ook is het , wanneer R' haar aangrijpingspnnt 
in H verkrijgt , onmogelijk , dat A' en j^ eene resaltante gelgk en 
tegengesteld aan L in het pont N zonden hebben. Maar bovendien 
mag men algemeen stellen, dat nimmer de grootstmogelijke belas- 
ting zal aangebragt zijn, wanneer de lijn, die twee onvolkomene 
of twee geheel niet belaste steonpnnten . vereenigt , het aangr^- 
pingspont van den last aan de ëéne, en eenig volkomen belast 
pont aan de andere zijde laat; want door dan in zoodanig vol- 
komen belast punt eene kleine vermindering van den drok, en in 
de twee onvolkomen of niet belaste punten eene kleine vermeer- 
dering van den drak aan te brengen , zou men dan nog altijd 
een grooteren last in hetzelfde aangiijpingspnnt , kannen tegen- 
houden. 

Evenmin zal in het algemeen, en om etne dergelijke rede, de 
grootstmogelijke last aangebragt zijn, wanneer er meer dan twee 
onvolkomen belaste steuopunten zijn; moetende men hier door on- 
volkomen belaste steunpunten altijd dezulken verstaan, die nog 
werkelijk eenigen druk ondervinden. 

Het verligten der steunpunten A. en £ zou de resultante der 
wederstanden , die bij de uiterste belasting van al de steunpunten 
in M valt, van M nog verder naar de zijde van C verwijderen, in 
plaats van haar in N te brengen ; terwijl het verligten van D en E, 
van A en B , van A en D , of van B en £ , enz. , Uijkbaar ge- 
heel het doel zoude missen^ daar men hierdoor óf de resultante R' 
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dier yerligtingen buiten CL zon doen Tallen ^ 6f ia strijd zou ban- 
dden met de zoo even opgegevene voorwaarden voor bet bestaan 
jpener grootstmogelijke belasting. 

§ 9. Is zoowel bet gebeel als bet gedeeltel^k onbelast laten 
van bet stennpnnt G ontoereikend , om te maken, dat RL met Q 
eene resultante in N verkrijgei zoo late men,C gebeel onbelast, en 
zoeke de grootstmogelijke belasting, die de punten A, B, D en B 
nog in N zullen kunnen dragen. Hiertoe zoekt men dan vooreerst ' 
de resoitante j^' van de vier overgeblevene draagvermogens S^, 
S^f S^ en S^, bepaalt baar aangr^piogspunt M', en onderzoekt 
vervolgens, boe men in eenig punt van de lijn, die door M' en N 
gaat, door bet minstmogelijk verligten der vier genoemde steun- 
punten, eene resultante R^ dier verligtingen kan voortbrengen , 
welke met Q' eene resultante in N oplevert. De gevraagde grootst- 
mogelijke belasting zal dan klaarblijkelijk gelijk en tegengesteld 
aan de laatstgenoemde resultante , en dos gelijk aan Q' — R" zijn. 

Gaan wij dus nu tot de bijzonderbeden dezer berekeningen over. 

§10. Uit de vergelijking (3) van § 6 bebben wij dan vooreerst 

•«' = ^ X <? = ^ X 3P(3 + p^5); 

maar ingevolge § 7 moeten wij bierin, door alleen bet steun- 
punt C to verligten , voor NN' de lijn GN nemen > terwijl dan R' 
juist de verligting S'^ is, die in bet punt C wordt aangebragtj 

NM • 
dit geeft dan ^'s = qJ X ^Pi^ + ^^5), 

of , omdat uit bet parallelogram BCDN onmiddellijk blijkt, dat 
NM = iCN is, iS', = iP(3 ^ l/S). 

Daar nu deze waarde grooter is, dan bet uiterste draagvermogen 
5, = 2P(1 + 1/5) van bet steunpunt C, zoo zouden wij 
eenen negatieven druk in C verkrijgen^ en besluiten bieruit, dat 
bet gebeel opbefiFen van den druk in C ontoereikend is, om de 
resultante van de overblijvende wederstanden der steunpunten , in 
N te brengen. 

Alzoo overgaande tot bet onderzoek in ^ O omscbreven, laten 
wij het steunpunt C geheel onbelast. 

$ 11. Voor de resultante Q* der vier uiterste draagvermogens 

I 5 
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Sii S%f S^ en Sg vinden v^ dan 

(2' = /•(? + ^6)/ 

terw^l, Tolgens de algemeene foimolen (1) van | 1, voor de 

coördinaten m' en fi' van Laar aangfrijpingspant , ten opzigte van 

de reeds gebezigde anen AE en CL, gevonden wordt 

,_ WLx(S, + S,) _ VLxP{i + l/5) '_ i + y6 • 

~~ Q' ~ P{T + yS) -7 + ^-6'^ ' 

ALx(5,-5,) + BM(5,-iyj _ 
en »= ^, —U, 

aboo reeda In $ 2 gebleken ia, dat de laatite teller nol ia» 

Het aangrgpingspnnt van ff valt doa op de lijn CL ergens in 
M' , tnsachen M en N, loodanig dat men heeft 

M'L = ■ ^ ' X ML en MM' = -= — X ML; * 

Lnnnende voor deze laatste vraaide ook geschreven worden 
MM' = M- 1 + y^) (1 + 3J/-6) X ML 

S 12, Volgens $ 8, in verband met ^6, moeten w^ nn 
trachten, om door het verligten der overige vier stennponten eene 
resultante R' dier verligtingen te bekomen, die haar aadgr^pings- 
pnnt ergens op de lijn MN tasschen M' en M of op faiet uiterste 
in het pont M heeft, aoodanig, dat'A' met Q' eene resultante In 
het pnnt N 'verkrijgt 

Uit de bloote inzage reeds der fignnr, en alt grond van al het 
vroq;er aangemerkte , blgkt terstond , dat de ponten B en D niet 
alleen het vooideeligste tot deze verligting gelegen z§n, maar dat 
zQ ook het eenigste paar stennponten zijn , met wier verligting 
het beoogde doel te bersiken is. 

£r blijft ons dus nog slechts over na te gaan, welke gel^k* 
ledige verligtmg de ponten B en D moeten ondergaan, om eene 
kracht JR' in M te verkrijgen, welke aan de veigelijkiog (3) van 
5 6 , zoo als die nn wordt , voldoen zal. 

Deze veigelijkiog dan wordt no 

NM' X Ö' = NM X R\ 
en geeft dus 

NM' NM' 
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é 

maar noeget TOoden w^ leedt CL = ^1 + \/S) X VL, en dos it 

HM = O! == CL ~ ML = i(~ 1 + V'fi) X KI*! 
wort* is 

liM'=NM»MM^(~l+|/'5)><HL-A(--l+|X5Xl+S|^<>)Xin'f 

NM' 
dm ^ = 1 - 1,(1 + 8j/6) = è(10 -: V5). 

en akoo verkriggeii wig 

«• = ^P(10 — «1/^6) (7 + 1/5) z=z P{6 — yS). 

Dece kracht A' moet geleverd vorden door de verligtingen , die 

in de ponten B en D moeten vorden aangebragt| maar deze 

pnnten xijn even ve^ van M verwijderd , en dus moeten hanne 

verligtingen ieder even veel tot >R' bijdragen , of ieder gelijk aan 

• \R^ agn. De verminderingen , die de uiterste draagvermogens 

iSj = P (1 + J/-6) en S^ =2P 
moeten ondergaan^ zign dna 

5', = iP{5 — l/S) en S\ == \P{S — 1/6), 
en 'er Uijft dan over voor de wederstanden, die de pnnten B en D 
werkelijk aan den grootsten in N geplaatsten last bieden , 
iy,-iy,=|P(-l + |/5) en iS.-iS'.iziiPC-l+l/S), 
welke naar bebooren positief xqn. 

De twee overige steonpnnten A en E blijven volkomen belast, 
en de wederstanden, die zij aan den grootsten last bieden, zijn 
dos joist bnnne uiterste draagvermogens 

iSj = P en iSg = 3P, 
terwigl het pont C irolkomen onbelast Ugft 

De som dezer vier wederstanden zal dan gelijk zijn aan den 
grootsten last, welke door de gegevene steonpnnten in het pont 'N 
kan gedragen worden ^ die grootste last is dos 
L=P+8P+lP(-l + |/6)+iP(-l+j/6)=2P(l+|/6X 
en een grootere last in N aangebragt, zal alzoo noodzakelijk het 
bezwijken van een of meer steonponten moeten veroorzaken. 

üit deze nitkomst blijkt dan, dat het steonpont G alleen dezen 
lelfilen last zoo hebben kannen dragen , indien die last jmst in 
dat pont was aangebragt geworden. 

$13. Wij hadden de algemeene beschoowingen en voorwaar- 
den van $ 8 nog meer konnen uitbreiden, doch vermeenden, 
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dat- xoDb foor ons doel niet verder noodig yn». Sexe en nog 
▼de andere dergelijke voorwaarden strekken echter ten grondslag 
'aan de oplossing eener meer algemeene opgave van het hior be- 
handelde vraagstuk; namel^k, om bq een willekeurig aantal 
steonpanten van gegevene draagvermogens , hoe die ock in een 
vlak gelegen sijn, den grootstmogeligken last voor een bepaald 
aangrijpingspunt te vinden. 

Dit vnagstnk is uitvoerig behandeld , en op een hoogst alge- 
meene en oorspronkelijke wqze opgelost door den Luiê^^-Kol, Inge- 
nieur J. P. DaLPaiT, ineen opstel, te vinden in de Ferhamde- 
lingen der 1^ klaue van het Kon. Nederig InsHtuuê , Deel 8. 

De hier door ons gegevene oplossing is nit het genoemde op- 
stel getrokken I en kan dos slechts als eene navolging daarvan 
beschouwd worden. 
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OPLOSSING 

TAK «IR 

ALS PRIJSVRAAG Y00RSE8T1LD 

TRAACfSTIJK» 

VOOB WBLU BtART WOOflBIirO ^ TKE ALaBHEXnB YBHaADBIIlfO Ti3l 

DBH JABB 18.48 I BBKB AAHUGB TBB BBHAURO TAR BBRBK 

FBIJS 19 TOBQBKBRD, AAR HBT LID DBS GBROOTSCHAf S 

L. COHMM STUJlMT. 



TRAAGSTUK L. 



Men vraagt den aiand der drie voorname of hoofd-assen va» 
omwenteling te bepahn , die in een scheeven hegel , met cirkeU' 
vormige bazis, door het swaartepuni van dat ligchaam kunnen 
getrokken worden. (*} 

OPLOSSING. 

Wanneer een plat vlak een gelijkslachtig ligchaam xoodanig 
snijdt, dat Tan elke lijn, die regthoekig op het snijdende vlak 
iS| door het oppervlak des ligchaanis aan weerssdgden gd^ke 
stokken worden a%esneden, too is iedere loodlgn op dit vlak 
eene der hooldpmventelingsassen van het ligchaanu 

Nemen wij toch, in het snijdende vlak, twee willekeorige doeh 
oAderling regthoekige l^nen als assen der y en der « van een 



{*) Tan dit Traagttok u mede reeds door het Lid des Genootsehaps 
G. f. W. BAon, eene oplosaiog gegeven, welke onder L«. A in de 
tegenwoordige verzameling if opgenomen. 



f 
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ngdioekig coöriinafentteltel aan | zoo is de as der ar eene ^ville- 
keorig gdcoiene loodlijn op het snijdeode vlak. £gn no Si, y^ 
^«Q Si de ooördinatei^i behoorende tot een der elementen 2fm, 
marin wq ons het iigehaam verdeeld denken, loo bevat het alfgd 
een tweede dement , volkomen 4;eUjk aan het eerste, met — - of^^ 
yi en «I tot coSrdinaten. De nitdrakkingen Zaf^ffiitn en 
ZSi»iilm zqn dos beide gelijk nol , en .de vei^l^king der cen- 
trale ellipsoïde, namelijk: 

-» 2ys Z y^^i Sfm — 2xz S x^Zi im — 2jry S drjy | imi 

(lie DonAVU, Ctmn de Meeanique, IL, N^, 82) neemt alzoo 
dep vorm 

Jm* + By* + Cof* + Dyn = 1 

aan. De as der w h dus eene van de assen dezer ellipsoïde ^ en 
bijgevolg eene dtf hoofdomwentelingiafliiieD van het Iigehaam. 

De beide andere hoofdassen, die door den oorsprong van het 
aangenomen coördinatenstelsel gaan > zijn de assen der ellips , 
volgens velke de centrale ellipsoïde door het vlak der y« gesne- 
den wordt. 

Is men nn in staat de momenten van traagheid des ligchaams 
te bepalen I ten opzigte van drie verschillende assen ^ die in het 
vlak der yjs zoodanig zijn aangenomen, dat zij de as der y in 
den oorsprong onder gegevene hoeken Un «^ en «, snijden^ en 
zet men op deze assen ^ van den oorsprong af te rekenen , I^nen 
nity die omgekeerd evenredig met de vierkantswortels nit de ge- 
vondene momenten van traagheid zijn; zoodat deze lijnen in lengte 

door — rr-, — =r- en — =^ worden voorgesteld , wanneer Jf, , 

M^ ea M^ de genoemde momenten ign; dan zijn de oiteinden 
der alzöo «itgecette lijnen ^ punten der bovengemelde ellips BtX 
bepalen van den stand der hoofdassen is dan temggehn^, tot het 
vinden van den -stand der assen in de eUips» wdke den oorapinng 
tot midddpunt heeft, en waarvan drie punten gegeven zijn door 
hunne coördinaten: 

Cos, ai iSïfi.«| Co$,»^ Sin,»^ Cos.»^ Sin.^g 

TTMT' yi^i ' Kif j ' P^T' y'Mj ITmT 
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Onder al de voentnkii» die* mt het middelpont eener. êOf^ 
naar haren omtrek komien worden getnUen» it de gtpole. u 
een meirinniin , de kleine een minimnm. Het . moment ; ion* 
tralfheid dei ligehaama xal derhal?e omgekeerd een nrinknnm 
en een maximnm xgn^ ten 'opsigte ^an de groote en vanide 
kleine aa der doorsnede , ^n de eentrale eUiptoido, met het vlak 
der y« I dat 18 y ten opcigte van de hoofiianen. Heeft men dos 
het moment M det ligehaams , ten opngte van eene as ^ die 
in het vLik der yz ligt en de at der y in den oorsprong onder 
een veraoderligken hoek snijdt , in eene fonotie van dien 
hoek ^ en de gegevens nitgednikt^ zoo is het bepalen van 
den stand der hoofdomventeiingsassen teroggebragt tot het vinden 
der vaarde van (P, velko die fanctie tot een maximnm en tot 
een minimnm maakt. 



Wij stellen ons voor, ter bepaling van den stand der hoofd* 
assen van omwenteling, die in een gelijkslaehtigen seheeven 
kegel met cirkelvormig grondvlak door het zwaartepunt kmmen 
getrokken worden, achtereenvolgens de beide bovcnaangewezene 
wegen te volgen. 



Zij, ter bepalmg van den kegel TABGD, in Fig.31 voorgesteld, 
gegeven de straal van het grondvhk QA =: QB r= QG = r, 
de hoogte TT' =: A, en de boek^ welken de as QT met het 
grondvlak maakt, hoek TQT' = 0; terwijl verder de digtheid 
van dit ligchaam p zq. Daar echter, wegens de onderstelde 
gelijkslachtigheid van den kegel, p standvastig is, zal de stand 
der hoofilassen alleen van fl en van de betrekking tosschen h 
en r kqnnen afhangen. Stellen wij verder ter bekorting de 
massa {srpAr* = m. 

Het projecterend vlak TAB van de as QT des k^els op het 
grondvLdL ABCD, verdeelt blijkbaar het ligchaam in twee gclgke 
en gelijkvormige deelen, die aan weerszijden van dat vlak bij 
tegenoverstand geplaatst zijn. Dit vlak TAB nemen wij .ab het 
vlak der y«,.en het zwaartepunt O van het ligchaam als oorsprong 
aan. De lijn OX , door het zwaartepunt O loodregt op het vlak 
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TAB getrokken , is dan- de w der o; en , volgens het boven bc- 
wezene , eene der hoofdassen. Zij verder OT , evenwijdig aan 
hei grondvlak , .de as . der y , en dos QZ , evenwijdig mei TT' , de 
as der ji. . 

Bepalen ving nn vooreerst de traagheidsmomaiten if|, if^ en Jf, 
van het ligchaiiin, ten.opzigte van de aé der y, van de as der js 
en van de as van den kegel. 

t. Verdeelen wij daartoe den kegel in diiFerentialen , door vlakken 
op afstanden QI = « en Ql' =^.u + Hu evenwijdig aan het 
grondvlak gebragt, zoo zijn de momenten van den door deze 
twee snijdende vlakken en het oppervlak des kegels begrensden 
cilinder EFGHET'G'fi' , ten opzigte van de lijnen door het mid- 
delpont M van z^n grondvlak EFGH evenwijdig aan de assen 
der y en der s getrokken, IsrpMF^^tf en ^srpMF^^tf, en ten 
opzigte van de as des kegels i^rp (1 + Sin.^ 6) MF^afii (^). De 
beide eerste momenten vermeerderende met de producten , die 
er komen ^ zoo men de massa des cilinders £F6H£'F'G'H', 
namdijk ^pMS^iu^ vermenigvaldigt met de vierkanten der af- 
standen van het punt M tot de assen der y. en der m, vinden 
wij derhalve: 

}SM^ = iTpMF*arii + jrpMF* X KSL^iu, 
en iM^ — iTp (1 + Sin.^ V) W^iu. 

Uit de gelijkvormige driehoeken TFM en TBQ volgt 
BQ : MF'= TT' : TT' — QI 
of f : MF = A : A — n, 



(*) Yan een cirkel , die M tot .massa en r tot straal heeft > is het 
moment Tan traagheid, ten opzigte Tan eene as door lijn middelpant 
getrokken , Tolgens I. R. Schhiot , Dynamica , $ 344 , 345 en 346 ; 

1**. als |le as in het Tlak Tan den cirkel ligt » f ifr* ; 

2^. als de as loodregt op het Tlak des cirkels is , ^Mr^ ; 

3^ als de as met dit Tlak een' hoek » maakt , ^Mr^ (1 4. Sin.^ «] ; 
nemende hierin r s HF , ^ s d » en Terrangende M door de massa 
des cilinders EFGHKT'Cr'H' , welke is wpVS^^fuy xoo Terkrygt men 
de opgegevene waarden. 

W. C. 
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en daa is MF = - (A «^ tt)> 

100 als bekead 'iBp ligt het xwaartepimt des kegels ter hoogte 
00' = ih boven het gnmdvlal , en derhalve is 

OL = QI — 00' = •• — ih', 
voorts is HL = OL X Tafiy. HOL , of omdat IttOL bet comple- 
ment van TQT' = Ms, 

ML = (« — ih) Cai.9, , 
xoodat men door snbstxtatie deser waarden verkrijgt : 

Jfjr, = J„.rl (A -•)» jf^ + ^.Jl (A -«)«(«- JA)» {f« , 
j/Jf, = iir>.jJ(A — •)* Ifu + w,^ CotM (A — w)» (n - JA)» im, 

HM, = j»KH- Si».* ») jï(* - «)• Jf« ; 

daar no deze difSnentiaaloitdmkking^ van ti =r O tot « = A 
moeten geïntegreerd .worden ^ is : 

*i=i»pS/*(*-«)»Jf«+»?n/*(*-")* ("-**)' ^^' 

Jlf,=i», jl/^(A-n)»Jf«+»,l(7o«.»(/*(A- •.)»(«- JA)«af«, 

jr,=: Jirf (1 + SinM) ^(A - «)» y»; 
maar door werkel^k te integreren^ vindt men 

/*(A-«)«jr« = |A», 

o 
/*(A-u)»(«- JA)»ÏI, = ^AV 

O 

zoodit men ; deie waarden snbstitnerende, en tevens jrphr^ := m 
invoerende; dnddigk verkrijgt: 






en . *, = A(l 4- <Sifn.» ») r»m. 

Il* Dm; II* Sxn. K 
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De in het Tlak der yz gelegene aiten , tea^opzigte waarvan wij 
deie momenten berekend hebben , malen met de as der y hoeken 
«I c=: O, »i =c 90^ ea 9^1 =: (^ derhalve 2i|n 

1 ' rt 1 Cq9.^ Simt . 

— -=r- en O, O en --rr-, — ny ^ ,^ » 

de coördinaten vian drie punten der ellipt 

A%^ + By^ + Dyzzizl, 

volgens welke de cei|trale elltpsoüde door het vlak der ys gesneden 

wordt Ter bepaling der coëfficiënten A^ B ea D p beeft men 

derhalve het stelsel veigelgkingen 

B , A , ASm.H BCoéM bSmJiCaéA - 
—=1, ^=1 en — j- 1 j= 1 jj = 1, 

waaruit volgt: 

B-M„A^M,enD Sin,i Cc,J ' 

of, voor Jf I , Mj en Jf, de bovenge vondene waarden stellende , 

J) = - &(^ tö».») th 

Stellen wij nu verder door en 1^ de hoekea voor , die de 
beide nog te bepalen hoofdassen, namelijk de assen der ellips 
j^% -). By^ + Dy» = 1 met de as der y maken, als 
wanneer dit tevens de hoeken zijn , waaronder die assen het 
grondvlak Tan den kegel snijden , dan is (sie St^oothjlr , Be- 
êchamoing der kromme l^nen van den iioeeden graad , § 4.) 

, Cai.2<p = Cat.U = ^"J-^i 

en hierin dan voor A, B ta D èd gevondene waarden overhren- 

gende, komt er N 

2r* 
Coi.2^ = C7o*.2* = i{Cai.^ — TangJ) + — ïiwiff.9 

2f* 

= Cof, 2« + p- Tang. $. 



"f». 
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Wij hebben derhalve : ten eetste bewezen , dat de lijn , door 
het zwaartepunt van den kegel loodregt gelrokken op het pfojec: 
lerend vlak van de as op het grondvlak , eene der hoofdaaien ia , 
en dat dna de beide andere io het geaoemde . projc^rende vMk 
moeten gelegen zijn , en 'ten tweede, de cotangens van het dobbel 
van den hoek , onder, weikon difï beide andere aaaen het grond- 
vlak snijden , aitg^drokt in functio van de gegevens , die* den 
kegel bepalen» 

.De stand dier assen is dus volkomen bepaald-» en alioo aan 
h^t gevraagde voldaan* 

" ' ^ 

'Alvorens aan te toonen , dat de tweede wijze van besehonwing 
tot dezelfde uitkomst leidt, willen wg nog het volgende opmerken. 

Is 9 = 90<> en dus de kegel regt, zoo is Cot. 20 = oo^ de 

assen ^er se , y ea z zijn das in dit geval de hoofdassen. De 

bij den aanvang van dit onderzoek betoogde stelling brengt ons 

tot hetzelfde besluit. Alleen, ingeval de kegel regt is, behoort 

zijn as tot de hoofilassen; immers alleen voor 8 = verdwijnt 

2f« 
de term -rr ^mg.i , en wordt dus Cot.2^ z=z Cot.2ê. 

De coëfficiënt C van a?* , in de vergelijking der centrale ellip- 
soïde , is blijkbaar niets anders dan het moment van traagheid 
des kegels, ten opzigte van de as der s. Volgt men ter bepaling 
van dat moment volmaakt denzelfden weg, die boven ter bepaling 
van do momenten Mi, M^ en M^ gevolgd is, zoo vindt men 

of I do lengte van de as QT des kegels door / voorstellende , 



^ = a(i +^) »■*«• 



Het moment UT van den kegel, ton opzigte eener as, die op 

eenen afstand d van het zwaartepunt verwijderd is, en de rig« 

tingen van dé assen der x, y en % ondor hoeken a, 2 en c snijdt, 

wórdt gevonden door i'^m op te tellen bij het moment if', ten 

opzigte van eene as, evenwijdig aan de eerste, door het zwaarte- 

Co8. a 
punt getrokken. Ifet pont, waarvan de coördinaten zijn T^wT» 

K 2 
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— ^^ eo — jjT^ f beboort falijklMmr tot het opper?IaL der oen- 
trtle ell^ide^ vaarait volgt 

en 

if' = ^Co#.«c + j»<7a».*i + ^Ckw.«ii + PCiw.iCi*.c+rf»m. 
Het moment (7, ten opcigte van eene der hoofdasien, is reeds 
boven bepaald p namelijk , ten opiigte van de as der x» De mo- 
menten, ten oprigte van de beide andere hoofilassen, xijn niét 
anders dan de coëfficiënten A' en £' van jb' en y', in de verge- 
lijking A'm'^ -h B*y'^ ^ Cs^ z=zl der centrale eltipsGÏde ten 
opzigte der hoofdassen als coördinatenassen ; ze knnnen naar yer- 
kiezing berekend vorden : óf door in de botengeTondene nitdrok- 

ling d = O, c = 90O, Cia.2n = Cot.U = ^ ~^ en 

daarna voor A, B , C en D do gevondene waarden te stellen; 
óf door die gevondene waarden te sobstitoeren in 

A' = \{A + B+ y[{A - Sy + 2>>]} 
en B' = ^{A + B- i/[{A ^ JBy + D«]}. 
(zie nogmaals de bovenaangehaalde § 4). 

Volgen w^ thans den tweeden weg. 

Yerdeelen wy daartoe, even als boven, den kq;el in di&ren- 
tialen , door vlakken op de afstanden Ql = « en Ql' =: u + ^« 
evenwijdig aan het grondvlak 3 zoo is het moment van den door 
deze snijdende vlakken en het oppervlak des kegels begrensden 
cilinder EFGHET'G'H' , ten opzigte van eene as MV' , door het 
middelpunt M van z^n grondvlak, in het vlak der yjc, onder eenen 
hoek (p met de as der y getrokken, i^p (1 + Sin.^ (p)ME^iH {*}. 
Het moment van dienzelfden cilinder, welks massa is TfMF'^ftt, 
is das ten opzigte van eene as OV, evenwijdig met MV.' door 
het zwaartepunt des kegels gebrlgt , ^ 

2fJf = i5rp(l + Sm.^(p) MF*af« -H wpMF» X MN*^», 

waarin HN de loodlijn is nit het pont H op OV vallende. Maar 

f 
wij vonden reeds MF = - (A — w)j 

h 



(^) Zie do voorgaande noot. 
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akifiede OL =: « — }A, vaardoor de regthoekige driehoeken 
OKL en OMN gewen 

door soIwHtatie dezer vaaideo wordt dan 

iM = iTp(l + Sin* <|>) ^ (A — »)• 2f« 

du Jf = irp (1 + ^n.» <» Jj ƒ* (A - «•)• i* 
Sin.*(i — <>) r» Jl ,, *,, , 

of, zoo w^ voor de integralen bare reedi germidene waarden |A* 
en ^' stellen , en teven* weder §9rf Ar* == m invoeren , 

Wi) hebben dos nn nog de vaarde van ^ te bepalen , die dit 
moment ab fonctie van tot een maximum en tot een minimam 
maakt I hiertoe behoeft aleehta de fmietie 

te diflhventiSren , en daarna — gelgk nd.te stellen} men mdt 

Jf0 * 4r» ^n.»9 ' 

dot 8kt.2<pSin*i = ^SM.(,2i — 2(P) 

en, na deeling door Sin,2i Sin.20, 

waaruit volgt <7o<. 2<f = Co<.2« -f- -rj -. ^ , 

K 3 
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of na hêrleidiog 

Cai.2$ = Caê.2^ -f- — Tang. d, 

even als bofen* Het toetsen dezer waarden van (P, aan de vol- 
gende differentiaalqaotiëntfln » ia JUUjkbaar overbodig. 



Volgt men den laatataangewezen weg^ zoo komt men zonder 
veel moeite tot een veel algemeencr resultaat^ vaarait dat voor 
ona geval gemakkelijk af te leiden ia. 

Denken VI) ons namelijk eenen gelijkslachtigen kegel | die zoo- 
danig geateld ia , dat én bet ligohaam èn zijn gwmdvkk reapec- 
tievclijk in volkomen gelijke en bij tegenoveratand geplaatste 
deelen vorden gesneden; ^* de kegel door bet vlak, dat men 
door zijn top en zwaartepunt loodregt op bet grondvlak kan 
brengen; — - bet grondvlak door dd Ign, die men daarin , nit 
deazelfs zwaartepunt^ loodregt op bet genoemde snijdende vlak 
kan trekken. Stellen wij dan bet moment van traagbeid des 
grondvlakst ten opzigte van de laatstgenoemde lijn, door f«, en 
den inbond des 'grondvlaka door I voor ; zij verder wederom h de 
boogte van den kegel ; 6 de hoek , tasseben bet grondvlak en 
de lijn, die den top des kegels met zijn zwaartepnnt vereeni^t; 
en eindelijk ^ en ^ de boeken , waaronder bet grondvlak ge- 
sneden wordt door de bdde boofdassen van omwenteling, die, 
volgen» bet boven bewezene , door bet zwaartepnnt des ligcbaams , 
in bet. genoemde snijdende vlak knnnen worden getrokken; zoo 
vindt men 

Cot2<p = ^0^.2* r= C(4.2i + ^ TangJ. 

Keeren wij tot de vorige onderstelling temgi dan is fi = i^r^, 

/ = tt', en er komt even als boven 

2r> 
Coi.2(P = Cot.2^ + — TtmgJ. 



Denkt men zieb een ellips, met r en r' tot balve assen , en 
neemt men in bet vlak, door de as r loodregt op bet vlak der 
ellips gebragt, een willekeurig punt al8 (op van ccncn gelijk- 
slachtigen scheevcn kegel aan , die de genuemde ellips tot grond- 
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▼lak heeft; zoo is /k := im^r', I = wrr' en derhalve wederom 

Cai.2<P = Co#.2e + — T«V-«f 

onafliankelijk ▼an f', waaruit wij ten slotte het ▼dgende resnl- 
iaat afleiden : 

Big al de scheere eUiptisohe kegels ▼an het stelsel , dat men 
▼erkriggt door r' te laten ▼erandereni ▼allen de hoofdomwente- 
lingsassen , die door hon gemeenschappelijk zwaartepnnt kannen 
worden getrokken, langs elkander^ en dns ook langs die ▼an den 
sdieeven kegel met cirkehormig grond^hik , welke tot het stelsel 
behoort 
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OPLOSSING 

▼AR lEir 
1L9 PRIJSVRAAG TOORGUTKLD 

TRAACfSTIJK, 

VOOR WKLK8 IKARTWOORDIKG | TSR ALGSMUNl TKBttlDUIlIG VAN DIN 

JARB 1849, UHK AAHLAGB tbr BBHALIHG YAB BBHBII PBIJ8 

IS TOBGBKBND , AAN HBT LID DBS GBNOOTSCHAPS 

&• F* W* B jt E M B. 

Math. et Pkil. Nat. Cand.' 



VRAAGSTUK M. 

Een volkomen buigbare en onrekbare draad , in een vast punt 
bevestigd, is in twee sijner punten met gegeven gewigten be- 
Mwaard. Indien nu dat stelsel uit den evenwigtsioestand gebragt 
en vervolgens aan de werking der zwaartekracht overgelaten 
wordt f vraagt men, de hieruit ontstaande slingerende beweging 
der gewigten te bepalen ; en bif zonderlek het geval te onder- 
zoeken, waarin de slingeringen ondersteld worden oneindig 
klein ie zijn. 

OPLOSSIIIG. 

Het is klaar, dat, tijdens den geheelen daar der beweging , de 
draad steeds gespannen zal blijven; en wel omdat aan de massieve 
ponten geene willekearige snelheden medegedeeld worden. Immers 
er wordt slechts verondersteld , dat de toestel , nit den evenwigts- 
toestand gebragt zijnde , aan de werking der zwaartekracht over- 
gelaten is. , 

Indien men das de lengte van den draad, van het ophangpant 
tot aan het eerste massieve punt door / , en den afstand ?an dit 

II« Dbbl, Ile Stuk. L 
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eerste massieve punt tot het tweede door l' Yoorstclt ; Yoorts , ten 
opzigte van een regthoekig assenstelsel , waarvan het ophangpont 
de oorsprong is en de positieve as der m in de rigting der zwaarte- 
kracht genomen wordt , de coördinaten van het eerste massieve 
pont X y y en s , die van het tweede ap' , y' en s' noemt , zallen 
deze coördinaten , gedurende de beweging , steeds bleven voldoen 
aan de veigelijkingen 

** 4- y* 4- ** = /* 1 ... 

(^' «. ^y 4- (y' _ y)l 4. (,' _ s)t = /'l ƒ • • ^^) 

De versnelling van ieder pont op zeker t^dstip , kan men ont- 
binden in drie andere , evenwijdig met de assen , deze zijn dan : 

voor het l.te pont ~, — , _; 

voor het 2de pnnt .^, _, _■ 

en de massa's dezer panten, of liever honne gewigten in ponden, 
respectievelijk door m en m' voorstellende , zijn de krachten , die 
op deze ponten zonden moeten werken , om , indien zij geheel 
vrij waren , dezelfiie versnellingen voort te brengen , 

,oorhetl...pant-.— . -.^, -.- ; 

en voor het 2d. punt ^.—.. -.^, -._; 

waarin g de versnelling der zwaartekracht voorstelt. (*) 

Volgois het grondbeginsel van d'Alemiut, moet er na, door 
middel van het verband der ponten, steeds evenwigt zijn tosschen 
deze krachten in tegengestelde rigting genomen, en de krachten 
die werl^elijk op de punten zijn aaogebragt ; deze laatste bepalen 
ziph hier tot de gewigten m en m'. £r moet dos evenwigt zqn 
tosschen de volgende krachten : 

^ 2f<»' g ii*' g 2f«>* 

Het grondbeginsel «der virtode snelheden geeft , als voorwaarde 
voor dit evenwigt , de vergel^king 

(*) Zie: J. P. BiLTiAT, Pynamica, $ 36. 
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of na herleiding 

+ *"{«"" ^} '* -^ -' ^ "" ir*\ *•' = ®5. . (2) 

hierin mogen echter de variatiën niet aUen willekeurig genomen 
worden , daar zij moeten voldoen aan de uit (1) YOortYloeijende 
Tergeligkingen s^s + y^ + ziz = O, 

{M'-s){is'-iw)+{y'-y){iy'-iy)+{M'-M){iz'^iM)=Oi 
blakende voorts uit de vergelijking (2) reeds dadel^k , dat de be- 
w^ng van den toestel niet afhankelijk is van de volstrekte waar« 
den der massa's m en m' , maar alleen van de verhonding dier 
massa's. 

Telt men deze laatste vergelijkingen, na ze respectievelgk met 
zekere onbepaalde Actoren ^ en fc vermenigvuldigd te hebben, bg 
de vergelijking (2) op, zoo verkrqgt men: 

H- {-- .^+>«y-M(y'-»)}»y+ {-«.'^+(»(y'-y)j V>= 0; 

en bierin mogen dan de variatiën geheel willekeurig genomen wor- 
den i ' loodat de coëfficiënt van iedere variatie in het bgxonder 
gdgk nul mag gesteld worden. Dit geeft : 

- « ^ + Xsf - f*(#' - s) = O,. . . (a) 

- « ^ + >cy - m(»' - y) = Om . . (h) 
fV — *• -JJ» + ^ ~ ^(»' — «) = o, • . . (c) 

-m't^+^(a>'-,) = (d) 

L2 
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-«'^' + f.'(y'-y) = ; («) 

m'g _ «' ?^ + m(,' - s) = o (f) 

Door na taMcben deze zés Tergelijkingen , de onbepaalde Ac- 
toren ^ en jK te elimineien, zal men ?ier Tergelijkingen bekomen, 
die met de beide yergfelijkingen (1) het yereischte stelsel Tan ver- 
gelijkingen uitmaken , om de coördinaten der massieve ponten \ 
Toor elk tijdstip der beweging, als fanctiën Tan den tijd te bepalen. 

Tot I de genoemde eliminatie kan men vooreerst (a) met (d), (b) 
met (e), en (c) met (f) door optelling verbinden^ hierdoor 
verkrijgt men : ' 

— m — — m' — 4- ^ = O, . . . (g) 
_«^_W^' + >Cy=0,. . .(h) 

Tl*» i**' 

g(m + «') — «—■— m'-^ + -t» = Oj . .; . (i) 

«limineert men TerTolgen* A, eerst tauchen (g) en (h), daana 
togtthen (g) en (i), zoo komt er: 

en elimineert men de^^elgkt ft , eerst tosschen (d) en (e) , daarna 
toMchen (d) en (f), zoo vindt men : 

1 £V _ 1 Jf«y' 

je' — s' }St* y' — y' ^t 

1 i*x' 1 2f**' g „ ,^, 

De Tergelijkingen (1), (3), (4), (6) en (6) bevatten wel al de 
betrekkingen tan af hankelijkheid , die tot de volkomeAe oplossing 
▼an het Traagstok moeten voeren, maar de integratie der vier 
laatste is niet regtstreeks uitvoerbaar, zelfs al vervangt men de 
regthoekige coördinaten door polaire. Stelt men daartoe door d 
voor den hoek , begrepen tasschen de positieve as der c en de 
lijn /, aan wier oileinde zich het eerste massieve pant bevindt; en 
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door ^ den hoek begrepen tnsschen het Thk der xz en een yhik 
dat door de as der js en de lijn / gaat, dan zon men hebben: 

X = / Sin. S Co8.if, 

y = l Sin.è Sin.if, 

verbeeldt men zich verder een nieuw regthoelig anenstelaeT, eveiv- 
wijdig met het vorige, en waarvan het eerate massieve punt de 
oorsprong is , zoo zoo men y de rigting van de lijn /' op gelijke 
wijze door hoeken d' en 4^' bepalende , voor de coördinaten van het 
tweede massieve pnnt, ten .aanzien van die nieawe assen, desgelijks 
hebben /' 5in.«' Co».*', /' Sin.y 5tii. *' en /' Cb».a', 
waarait dan volgt: 

x' =; / SinJ Coê.^ + V Sin.6' Cos.*', 
y' = / Sin.i iSïn.* + /' JSin.9' ^m.*', 
s' = / Cos.d 4- l' CosJ'i 
substitueerde men na deze waaiden, en die welke daarait voor 

— -, — j-, enz. voort? loeijen , in de gevondene vergelijkingen, 

zso zonden deze wel eenen vorm verkrijgen , die eene benaderde 
oplossing toeliet voor het geval dat de toestel slechts weinig ait 
den evenwigtstoestand werd gebragt, en dat de hoeken 9| fi', * 
*' .tijdens den geheelen daur der beweging geer khin bleven , 
maar dit zal ten aanzien der hoeken * en *' geenszins plaats 
hebben. Want zoo de beide massieve punten , nadat zij uit de 
verticaal gebragt zijn , niet met het ophangpont in een zelfde ver- 
ticaal blijven, zal in het algemeen de beweging van het eerste 
massieve punt , door het verband van dit punt met het tweede , 
eenigzins met de beweging van eenen kegehorinigen slinger overeen- 
komen ; het verticale vlak door dit eerste massieve punt en het 
ophangpunt gaande , zal dos om de verticale as der x wentelen , 
waardoor de hoek *, en bijgevolg ook *', van 0<> tot SOfP kan 
aangroeijen terwijl d en «' steeds zeer klein blqven. 

Wij zullen daarom onderstellen, dat de slingeringen in e^ ver- 
ticaal vlak plaats hebben. Voor dit vkk het reeds beschouwde 
vlak der xx nemende , worden y en y' beide nul ; hierdoor gaan 
de vergelijkingen (1) over in 

L3 
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terwigl de Tergd^lingea (3) en (6) Ter?alleo, en de Tergelijkingoi 
(4) en (6) onTeninderd blijven bestaan. Ter ojJonm^ van het 
Traagttnk, hebben wij derhalve tbans alleen de veiigel^kingea 
(!•), (4) en (6). 

Zq 9 de hoek tosachen de lijn / en de as der s , O' de hdek 
toaadien de Ign /' en eene evenwijdig aan de as der s, dan is: 
at z=z l SinA, s' = l Stn.9 + V S^.V , 
s = / Cas.0, «' = / Co9.i + /' ftw.«'j 
door deze waarden van o; ^ jb , dr' eü s' wordt al dadelqk aan de 
veigel^kingen (IQ voldaan , terwijl men verder daaruit door diffe* 
rentiatie cal vinden: 

i^s = l Co9.iiH — l Sin.m*, 
^«« = — I Sin.iiH — / Co8.m\ 
i*x' = i^s 4- /' Ciw.«'2(»d' — /' Sin.m'*, 
^V = ï*« — /' Sin.è'iH* — V Co9.ViV^. 
Dese waarden in de vergdqkingen (4) en (0) snbstiUierende , 
komt er na herieiding 

+^(« + mO«ii.9=0 (7) 

+ g^m.fl' = 0; (8) 

en nit dese vergelijkingen siet men , dat zelfs in dit meer een* 
vondige geval de algemeene oplossing aan vele zwarigheden onder- 
hevig is« 

W^ gaan nit dien hooffile, zoo als dit bqzonderlgk in de 
opgave verlangd is^ het geval beschonwen, waarin de boeken 9 en 
6' niet anders dan zeer klein zijn. Alsdan moge» wig , in de ge- 
vondene vergelijkingen, de tweede en boogere magten van 4 en é' 
verwaarloozen; dat is, wq mogen stellen 

evenzoo mogen lzr\ en Itt i ? hetgeen de vierkanten zgn 

der hoeksnelheden van het eerste pont om het ophangponti en 
van het tweede om het> eerste , verwaarloosd worden; want deze 
hoeksnelheden zullen steeds zeer klein ' blijven. Door deze ver- 
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waarlooangen gaan dan (7) en (8) over in 

(«• + «o » f|J + •»''' ^+ «-(•» + mO » = o 

welke TèrgelijLingen na volkomen joist njn , vanneer men alleen 
de oneindig kleine achommelingen Tan den. toestel wil beachonwen. 

De beide laatste Tergel^kingen ten oprigte Tan --^ en ^-j- 

oplossende, Tinden w^ 

2(»9 _ g m + m' . , g m' 
H* lm lm 

af««' _ g m + m' . g m + m' 
2f<* /'«/'m ' 

of ter bekorting stellende 

g «+«' g •»'_. ^ m+m' , g m+m'_ 

hebben wij eenTondiglijk 

^H' 
en ^ = a'd + ;&'«' (10) 

Ten einde deze Tergeli}kingen te integreren ^ zal men Toor* 
eerst kannen stellen 

é = Sm.{pt +.*c), è' = r Sin.{pt + c), 
en TerTolgens de hier .Toorkomende standTastigen /i| o en r zoo- 
danig kannen bepalen , dat aan die Teigel^kingen door de gestelde 
waarden Tan 6 en A' Toldaan woide. üit dezelTe Tolgt door 
differentiatie 

^= - p« Sin.{pt + c), 11 = - ,pt Sin:{pi + ü), 

en al deze waarden in (11) en (12) OTerbrengende , komt er 

^^ p^ :=. a + br en ^^ rp^ zn a' + b'r ^ 
door welke vergelijkingen na p en r bepaald zijn. üit de eerste 

heeft men r = — - 

b • 

en deze waarde Tan r in de tweede OTerbrengende , Terkrijgt men 

L 4 
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de vergelijking 

^» 4. (a + A*) p* = a'b — ab', 
. of Toor a , b, a' ea b' hare vaarden stellende 

^ m + m ' g{l + l') . _ m + m' g* 

^ ir~ • w ^ — ^i^'ii' ' 

waaruit gevonden vordt 

_ g(m + mO(/ + /0 
^ ~ 2//'« 
gl^(m + mO{m(/-/0>4-mt/+/r} 
^ 2//'m 
Hierait blijkt dat p Tier waarden zon kannen hebben; dese 
xijn echter twee aan twee slechte tegengesteld van teeken , doch 
overigens aan elkander gelijk, en daar men , in de voor en 6' 
gestelde vormen , t ook negatief kan nemen , zonder dat daardoor 
de vergelijkingen ter bepaling van /f en r eenige verandering onder- 
> gaan , zoo geven elke twee tegengestelde waarden slechts eene 
zelfde oplossing. Nemen wij dos alleen de beide positieve waar- 
den van p in aanmerking , en stellen wij de grootste van beide 
door pi , de kleinste door p^ voor; noemen wij verder r^ en r^ 
de waarden van r, die met deze beide waarden van p overeen- 
komen, en dos gevonden worden door de formnlen 
a -^ pi m -{- m' ml 

''1 — 1 — — ~zr' z:^p^> 






m' 



ml , 
mg 



b m- 

en (teilen «ij ter bekorting de wortelgrootbeid , die in de voor 
p* gevondene nitdrakking voorkomt, door eene enkele letter te 
voor; dan hebben w^ : , 

. , (m + m') {I + l') + V, 
''» - ^ IS'm «' 



Pi= y 



(m + m') (/ + /') - 

mm 



g> 



_ - (m + m') (/ -. l') - „, 

* ~ 2l'm' ' 
_ - (m + m') (f -l') + u> 

* ~ 2l'm' 

waarin »= |/(m + m') {»»(/ — ƒ')» + »»'(/+/')*}> 



en 



(") 
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18. En nu zal aan de vergelijkingen (9) en (10) voldaan worden , 
niet alleen door 

d = Sin.{p^t 4- cj en fl' = fj Sin,{p^t 4- Cj), 
maar ook door 

d = Sin.{p^t 4- c,) en S' = r, Sin.{p^t •+■ Cj). 

Wanneer men 'derhalve elk dezer bijzondere integralen nog met 
eene wülekearige standvastige vermenigvaldigt , en de som der 
producten neemt , vindt men , voor de algemecne integralen 'der 
vergelijkingen (9) en (10) : 

d = Al Sin. {p,t H- c,) + A, Sin.{p^t 4- c^) l.jo) 
en ö'= Ajfj i«n.(pi* 4- <?i) + A^r, iSm.(p,< + o^\i^ ' 
welke nu , zoo als het behoort , vier willekeurige onherleidbare 
standvastigen bevatten; namelijk A^, A^, ^^i en c^. 

Om de waarden van deze standvastigen hier te bepalen , stelle 
men dat ot en ot' de aanvankelijke waarden van 9 en 6' zijn ] dan 
moet, voor < = O, 6 = « en 9' = «' worden^ zoodat nit (12) 
volgt « = A^ Sin. c, 4- A^ Sin. e^, 

en «'= Aifj Sin.Ci 4- A^r, Sin.c^; 

daar aan de panten geene aanvankelijke snelheid wordt medege- 
deeld, maar zij alleen aan de werking der zwaartekracht zijn 

ifd 7fb* 

overgekten, moet, voor < = O, ook — = O en — = O 

worden: de waarden, die men nit (12) voor -- en — - kan af- 

leiden , geven alzoo 

O = kiPi Coê. C| 4- k^p^ Cos. c^, 
en O = AiPifi Cos.Oi 4- k^p^r^ Coê.c^; 

aan dit laatste paar vergelijkingen zal slechts voldaan kannen wor« 
den, door te nemen : óf A| = O en A, = O, óf Coê.fii = O 
en Coê.c^ = 0; maar het voorgaande paar vergelijkingen laat 
niet toe, dat A| en A^ gelijktijdig nul zonden kannen zijn; dos 
moet men nemen Cos.Ci = O en Cos.c^ = O, dat is: a 

Cj = ^T en Cj :zz \^ ', 
hierdoor heeft men, nit het eerste paar vergelijkingen ft=Ai4-A} 
en a'rzAifi 4- A^r, waaruit onmiddellijk gevonden wordt: 

A 1 ^z: en A • zz: ^ ; 

r, — r, r, — r, 

L 5 



Digitized by LjOOQ IC 



150 oPLossinaiR 

deze waarden der «taodfastigen in (12) OTeribrengende, YerkrijgC 
men eindel^k 

fj fj ♦'l — ' ♦'l 

De vergei^kingen (13) en (14) beratten nu al de bijzonderheden 
der beweging, en door het uitbrengen van die vergelijkingen, 
kan alzoo de vraag geacht worden beantwoord Ie zijn. Immers 
leeren zij y voor elk willekenrig tqds?erloop t na den aanvang der 
beweging ^ de hoeken S en fi' kennen , die de beide deelen Tan 
den draad met de verticaal maken , en die dut onmiddellijk deQ 
stand van den toestel aanwijzen. {*) 



(*) Wanneer men de telleiv en noemers der breuken , in de 
formnlen (11) voorkomende, vermenigvuldigt met de verschillen of 
sommen der beide termen , wier sommen of verschillen de .teUers 
dier breuken uitmaken , herleidt men die formnlen gemakkelijk tot 

— 2(m + m^) _ 2{m'\-m') 

'^' — ^{m + fn'){l + l^ — w^'^^~^{m+m'){l-^l')+w^' 

_ 2/ (m + wQ _ 2l{m + m') 

""' — {0, + m') (/ — O — ^' '* "■{•» + «'} (' — 0+ ^' 
mogten dan voor sommige bijzondere waarden van /, /', m en «•', 

de breuken die in (11) voorkomen den vorm jr aannemen, dan zal 

dit met de alzoo herleide breuken het geval niet meer zijn. 
Alsnu vindt men gemakkelijk : 

Yoor r = O', ip = (m -f. mO /, p^ = oo , />» = |/^, 

fj = 00 , fj = 1 > en ö = » Cm. t y/^ j 
voor / = O ; 10 = (m + «')'' , /?! = oo ^ /'s = K^, 

r, =0, r, =:=^', en V = .' Cos.iy\^, 

TOOT m' = 0; w — m{l — O, p, = yf,. />, = k^, 

rj = 00, f, =— — j, en i z= a Cas.t y^; 
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Stelt men zich enkdvoadige slingert voor, waarvan, de hoeken 
met de vertioaal, door Sj, 0„ fl'j, è\ Toorgeatcld, Toor elk tqd- 
ttip bepaald zqn door de formnlen 

rj — r j r, — r^ 

en waanran de perioden gevonden worden door j>|f = 2v en 
p^i = 2jr te atellen, dan zal ateedt 

9= e^ + 9, en «' = «/ + «,' 
zgn. Hen kan dus de beweging Tan dk onzer beide massiere 
ponten beschoawen als uit twee enkelvoudige sHngeringen te zqn 
zamengesteld. 

Yeider is de algemeene beschouwing der vergelgkingen (15) en 
(14) aan zeer vele zwarigheden onderhevig } men kan er evenwel 
gemakkelijk nit afleiden , dat in het algemeen de beweging van 
den toestel geenszins bestaat nit even groote heen- en weergaande 
schommelingen van geleken daar. 

Voor # = O namel^k, waarmede overeenstemt Cos.p^i :=: 
Co9. pjt = 1 , geven de vergelijkingen (13) en (14) wel naar be- 
hooren 4 = « en 0' :^ a'i maar na dit tqdstip zallen i en 6' 
niet meer geiijktqdig die aanvankelgke waarden terag kannen ver- 
kregen ; want nit gezegde vergel^kingen kan men gemakkelijk af- 
leiden , dat niet wederom gelijktgdig S = « en 4' := «' kan 

wezen I tenzij ook wederom , voor zekere waarde van ty Coê. p^i 

:= Cos. p^i = 1 mogt zijn , en men zoa das moeten hebben 
p^i = 2kx en p^t = 2it'jr, 

waarin k ea V zekere geheele getallen verbeelden; hieroit zoa 

volgen dat /'t - Ps = ^ : ^' 

voor « = 0; » = «'(/ + V\ p^ = oo, p^ = l^j-^i 
rj = — y,, r, = 1 , en zoo men dan nog bovendien « = «' 



stdt, « = é' =: » Cos. « Vr-7-v> 



al hetwelk met de bekende theorie van den enkelvoadigen slinger 
overeenstemt. 
W. C. 
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moest zijn, of dat/»^ ^ /'s onderÜDg oneetbaar moesten wezen, 
maar in het algemeen njn p^ en/},» blijkens de daarvoor gevon- 
dene waarden onderling onmeetbaar , en derhalve kan dan de be- 
weging in het algemeen oiet periodiek zijn. 

De verhonding yimpi tot p^ kan echter altijd bij benadering 
door groote getallen aitgedrokt worden, getallen die grooter zijn, 
naargelang men de^verhoading naanwkeariger begeert uit te druk* 
ken ; men kan das ook altijd eene reeks van tijden aanwijzen , na 
verloop van welke de toestel meer en meer tot zijnen oorspronke* 
lijken toestand nadert , ^ zonder dien echter ooit volkomen te kan- 
nen bereiken* Men behoeft hiertoe slechts de verhonding — in 
eene kettingbreak te ontwikkelen , en de opvolgende naderende 
breuken dier kettingbreak te berekenen ; is dan v-, ®^e dezer na- 
derende breuken, zoodat nagenoeg — =t7 ï>> ^^Q ^^9 ^ 

P% * 
Pit = 2kx geworden is, ook nagenoeg p^t z= 2h*w geworden 
zijn^ en das ook wederom nagenoeg Co$. Pit zzz Coê, p^i =1, 
alsmede d = « en 0' = ot'. 

Mogten echter p^^ en Px onderling meetbaar zijn, hetgeen voor 
sommige bijzondere waarden van l^ l\ m en m' zou kannen 
gebeuren, zoodat men werkelijk had 

Pi 'P% = ^ ' *'» 
door k en k' geheele getallen aangeduid wordende, zoo wordt de 
tijd T, na welken de toestel volkomen in zijnen oorspronkelijken 
toestand Ivragkeert , bepaald door de formule 

y_ 2*T _2k'w 

Pt Pt ' 

en na verloop van de tijden 2 J, 3 J, iT enz. nT zal dan de 
toestel telkens andermaal in zijnen oorspronkelijken toestand ge- 
komen zijn. 

In twee bijzondere gevallen geven de formalen (13) en (14)merk- 
waaidige uitkomsten ^ namelijk als de aanvankelijke afwijkingshoe- 

ken CL en u! zoodanig gegeven zijn, dat men heeft — = r, of 

et 

*' 

- = r,. 
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lo het eerste geval, namelijk ah «' =r r^ci i8,*Yallen de aan- 
Tankelijke afwijkingshoeken aan dezelfile zijde van do verticaal, 
omdat altqd r^ positief is. Voorts heeft men : 
r,» - «' = O, 

fj» — «' r,« — fj» 

''s — '•i ~ ''i — ^i ~ ~ ** 

-ï-i-i ^ = r, X — « = — r,« = — «', 

''t — '"i 
zoodat hier de formnlen (13) en (14) geven 

d = « Cos, p^t en 6' = »' Cos. p^t 
Hiemit blijkt, dat in dit bijzondere geval de toestel gelijke eo 
ïsochronische slingeringen aan weerszijden van de verticaal zal vol- 
brengen, zoodat hiji bij bet einde der eerste schommeling, aan 
de andere zijde van de verticaal eene figaur zal vormen, die bij 
tegenoverstand gelijk en gelijkvormig is, met de figanr big het 

begin. Men vindt namelijk, voor i = — of p^f = v, d = — » 

Pi 

en 4'= «% terwijl alsdan dehoeksnelheden— =~-p2«)^n.f»2< 

o* 

en — == — Ps»' Sin. p^i beide gelijk nol worden en oogen- 

blikkelijk daarop van teeken veranderen, zoodat de massieve pon- 
ten wederom naar de andere zijde beginnen te slingeren. 

Voor Pj# = Jir of # = -r — , is = ö' = O, weshalve op 

dat tijdstip de geheele draad volgens de verticaal gerigUis. 

Voor * = "5 — ± i\ heeft men Cos.p^t = Cos. (i5r±p,l')= 

= np Sin.p^i\ bijgevolg = qi « Sin. p^t'ea ö' = ip «' Sin.p^i''^ 
dat is, evenveel tijd vóör al? na het tijdstip, waarop de geheele 
draad zich in de verticaal bevindt, zijn de afwijkingshoeken even 
groot, doch aan tegengestelde zijden van de verticaal gelegen. 
Buitendien heeft men, tijdens den geheelen door der bewegingi 
a : e' = » : «', 

alsmede -: — = »:«' = d : a'; 

zoodat de afwijkingshoeken evenredig aan hmine oorspronkelijke 
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wadrden blieven, terwijl ook steed» de hoekmelheden evenred^ 
met de afwijkingshoeken zijn. 

De tgd eener geheeie schommeling wordt gevonden door 
Cos. p^t = — 1 en duB p^t =i ir ft steiien; ter bepaling Tan 
dien tijd 7, heefl men das de formule 

P% 

en stelt men na door L de lengte van den enkelvoadigen slinger 
Yoor, die zijne slingeringen in denzelfden tijd als onze toestel 

sr L 

▼olbrengt. dan is — = «rf/^— , 

P% g 

waaruit Yolgt 

,_ g. _ Wm 

hetgem gemaUelqk herleid wordt tot 

en daar deze .wortelgrootheid blijkbaar grooter dan bet Terschily 
maar Ueinjer dan de som Tan / en /' is , zal men ook hebben: 
als / > J' is, L > K' + O + K' - n = O i', 
als /'> t is, Ly \{l + V) + i(/'- O = r> /, 

gelgkmede, /. < i(/ + /') + *(' + O = ' + '', 
zoodat de lengte van genoemden enkdYOodigen slinger kleiner dan 
de geheeie draad, maar grooter dan het grootste Tan hare beide 
deelen is. 

In het tweede der boTenbedoelde bijzondere geTallen, namelgk 
als «' = Tl» is , Tallen de aanTankeligke afw^kingshoden aan 
weerszijden Tan de Terticaal , omdat altijd r^ negatief is. Voorts 
heeft men dan: r^ct -— a' = O, 



zoodat de fbrmalen (13) en (14) in dit geval goTen 

4 = » Coê.p^i en 6' = a' Coe.p^i, 
waarnit soortgelijke opmerkingen als in het Toorgaande geTal 
ToortTloe^en. De hoeken 4 en t' znDen hier steeds aan tegen- 
«Teigestdde zgden der Tertieaal Tallen ; zij zullen gel^kt^dig nol 
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worden; op het oogenblik dat d negatief woidty letVtTjgi 6' eene 
positieve waarde ^ en omgekeerd. 

* Yoor den tijd T* eener enkele schommeling , na ferloop tan 
welken de figuur van den toestel bij tegenoverstand dezelfde ge- 
daante heeft als bij het begin, heeft men hier 

T = — 

Pi 
en Toor de lengte L' fan den enkehoudigen slinger, die zijne 
schommelingen in denzelfden t^d als onze toestel Tolbrengt, 

~ pï ~ (« + «O (^ + 'O + «'' 

dat is na herleiding 

v = w + n-i^ -^'-Zl7^'^' > 

m "1^ lil 
hieruit Tolgt: 

als / > r is, z' < K^ + /O - K^ - 'O = ^' < h 

als <' > / U, L' <Ul+ 'O - W- o = ^ < ^'. 
gel^l mede L' > i{l + /') - *(/ + O = O» 
zoodat deze enkelvoudige slinger korter is, dan het kleinste der 
beide deelen van den draad. 

In het algemeen zal men de bijzondere getallenwaarden van 
m, m', i en i' in de formnlen (13) en (14) moeten substi- 
tueren, om alsdan, met behulp van die getallenvergelijkingen , 
de Tcrlangde b^zonderheden der beweging op te sporen. 

Wil men b.v. de tijden vinden, na verloop van welke de 
beide deelen van den draad hunne grootste afwijkingen Tan de ver< 
tikaal verkrijgen , zoo zal men uit (13) en (14) de waarden van 

Va ^^I 

— en — moeten afleiden , en die gelijk nul moeten stellen. De 

vergelijkingen , die men daardoor verkrijgt, zal men dan elk af- 
zonderlijk ten opzigte van de daarin voorkomende onbekende t 
moeten oplossen, of liever men zal uit die vergelijkingen door 
benadering de waarden van i moeten berekenen, die in het alge- 
meen in beide vergelijkingen niet dezelve zullen wezen. Deze 
benaderde waarden van I, in de overeenkomstige vei^el^kingen 
(13) en (14) gesubstitueerd , geven dan voor en 9' de grootst- 
mogel^ke afwijkingshoeken. 

Wil men het t^dstip bepalen, waarop het eerste massieve punt 
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Terticaal beneden het ophaogpoDt komt, zoo stelle men in (13), 
= (^^ even als men in (14) d' :^ O zal moeten stellen, om 
het tijdstip te bepalen waarop het tweede massieve punt zich 
verticaal beneden het eerste bevindt. Uit elk der hierdoor Tcr- 
kregene vergelijkingen zal dan wederom t moeten opgelost of bena- 
derd worden. 

De genoemde tijdsbepalingen voeren in het algemeen tot de op- 
lossing van transcendentale vergelijkingen , die een der vormen 

Sin. (f> ± Aé Sin. B(p = O 
of Co8.<P ± k Cos.ïkp = o 

hebben ^ waarin A en B meestal beide irrationaal zqn, ' Beschoawt 
men dan den loop der kromme lijnen, wier vergelijkingen zijn 

y = Sin,a; ± A Sin.Bx 
en y = Co8,s ± A Coê.Bs , 

zoo zullen hare snijpunten met de as der s waarden van 4> <loen 
kennen, die aan de genoemde transcendentale Vergelijkingen vol- 
doen. Maar de onmeetbaarheid van B zal oorzaak zijui dat de 
loop der kromme lijn boven en beneden de as der x tot in het 
oneindige afwisselt, en dat er dus een oneindig aantal waaiden 
van (P zijn, die elk op zich zelve door eene bijzondere benade- 
ring moeten berekend worden. Ook zullen de ordinaten y der 
kromme lijn , tnsschen twee opvolgende snijpunten met de as der 
s, twee of meermalen maxima of minima kunnen zijn. Dit alles 
maakt die berekeningen lastig en omslagtig, zoodat wij verder 
daarvan I zonder in eene te groote uitbreiding te vervallen, geen 
bijzonder voorbeeld kunnen geven. 
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